Méthode des éléments finis

appliguée a la mécanique des structures




PLAN

1. Les principes,

2. Problemes de statique 1D,

3. Problemes plan 2D.
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Ce cours utilise des calculs élements finis sous le logiciel

RDM6 Gratuit a télécharger depuis :
http://iut.univ-lemans.fr/ ydlogi/ index.html
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PLAN

1. Les principes,

@ M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024

/




ﬁ . Les principes En quoi consiste ?

[.a Méthode des Eléments Finis consiste a :

Elément quadrangle
(2D)

|/

\

* decouper la structure en des subdivisions de formes simples,
® et a choisir une approximation du déplacement sur chaque subdivision.

C’est une méthode de Ritz « par morceaux » qui s’adapte aux géométries

les plus complexes.
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ﬁ . Les principes Définitions \

® [ es subdivisions sont appelées :

Eléments finis,

® [ es connexions entre éléments sont appelées :

Nceeuds.

Elément fini \
de type triangle
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ﬁ . Les principes Famille d’éléments \
Il existe 3 grandes familles d’eléments :

® [ es elements uni-dimensionnels En 1D : barre ou poutre

modele uni-dimensionnel s’appuie sur les hypothéses de la mecanique
des structures (RDM).

® | es éléments bi-dimensionnels En 2D et tri-dimensionnels En 3D :

membranes, plaques et coques

Le modele bi-dimensionnel ou tri-dimensionnel utilise, selon les cas,
les theories des membranes, des plaques et des coques ou exploite les

relations de 1’ elasticiteé.
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ﬁ . Les principes Déplacements nodaux et globaux \

Vi

Vi )
wi

® Pour le noeud i : les composantes des deplacements sont: [ui] o ut
(ui, vi) en 2D ou (ui, vi, wi) en 3D : .

* Sil’element (e) introduit 3 noeuds (i, j, k) alors le i
nombre d’inconnus est 6 (2D) ou 9 (3D) vi

On range ces inconnus dans une colonne appelée vecteur uj
& PP ) (U e) =

des déplacements nodaux de I’¢lément e. ) v{;
w11 |
® Sile maillage introduit n noeuds alors le nombre v1| lyk.
d’inconnus est 2n (2D) ou 3n (3D). | - (U) = :’g
On range ces inconnus dans une colonne appelee vecteur -
des déplacements globaux de la structure. un

J(xj, ¥))

M(x, y) k(xk, yk)
i(xt,yi) Elément triangle \ w1
ceud i
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ﬁ . Les principes Approximation des déplacements (2D) \

Pour un élément (e) : On adopte [’approximation: (UL

j e,y v
0 (M) = [u(M)] _ [N11N12N13 - Ny 2n] W
\

M (x, y) k(xk,yk) v(M) N31N23Ng3 ... Ny Zn} vj
k
: Y “

i (i, yi) [Ne(M)] x4
=> (M) = [N.(MU) (Uel

U (M) est I’approximation des deplacements reels u(M)
[Ne(M)] : est la matrice d’interpolation élémentaire.
N;j(M): sont les fonctions d’interpolation élémentaires.

(U,): vecteur des déplacements nodaux de I’¢lément e.
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ﬁ . Les principes Déformations \

u
0x
[ €11 ] ov
EM) =2 |=| =
2€&17 Oy

ou 0v Ui

—_ _I_ —_

dy  0x| Vi

_ [u(M)] _ [N11N12N13 v Nign || W

Avec ;ﬁ’*(]\/[) — [Ne(M)](Ue) v(M) N31NpaNq3 ... Ny op U{C

u
UL 0 VK-
i Bim = a [Nim]
€11 B11B12B13 ... By 2n ] 3
‘ g(M) = | & | = 321322313 BZ m i BZm — _[sz]
2&12 B31B3,B3s ... By 2nl| ) dy
\ | luk
| | ok B — d N, ] 0 N
[B.(M)] 3m = 5 N1im + o~ [Nom]
m) (M) = [B,(M)[(U,)
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ﬁ . Les principes

Contraintes

[ ois de comportement :

@ M. EL Allami

011 cll c12 c13 €11
o(M) = [0'22] = [CZI c22 c23 ‘ €22 ]
}

012 c31 ¢32 ¢33 2¢&17
\ Y \_Y_/
[C] [Be (M) [(Ue)

=) o(M) = [C][B.(M)|(U,)
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ﬁ . Les principes Solution cherchée : u, E, G, €

On utilise l’énergie de déformation ou la formulation intégrale du PTV.
[ es deux méthodes utilisent les déplacements nodaux dans le calcul.

Si le comportement est lineaire, on obtient un systeme du type:

[Mc)(U) + [Ke(U) = (Fg)
Ou encore si le probleme est statique, le systeme s’ecrit
[KcIU) = [Fq]
|[M] : Matrice de masse globale,
| K] : Matrice de raideur globale,
(U) : Vecteur des deplacements nodaux.

(Fg) : Vecteur de forces nodales.

La solution d’un probleme de structure mecanique : (U) s obtient-en

réesolvant le systéme linéaire.
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PLAN

2. Problemes de statique 1D,
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6. Probléme de statique 1D Energie de déformation / Matrice de souplesse

Soit un corps élastique soumis a n forces P1 aux points A1l leur imposant des déplacements Ui

Le travail total fournit ou l’énergie élastique correspondante :

1 1
W = , ?:1 P;U; 1F de Clapeyron W = E ( P)T(U ) Forme quadratique

le déplacement d’un point Ai s’écrit

n

Ui — Uil + Ui2 4 .-+ Uij 4 ...+ Uin — 2 Uij La proportionnalite entre
. ! j=1 forces et deplacements
ai1 Py a;; P

Uij : contribution de P; au déplacement du point A;dans la direction de P;

Uy =anP + apPy + -+ aijiP + -+ ai Py = Xj—q ;5P (U) = [a]{P)

a; jcoefficient d’influence ou de souplesse,

D’apres la 1F de Clapeyron :

et [a] matrice de souplesse \

! p W= 2(P)T[al(P)

2F de Clapeyron

dwix C’est la forme

U, quadratique de I’énergie

™

> de déformation

(ZUi Ui
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6. Probléeme de statique 1D l:jnergie de déformation / Matrice raideur \

En fonction de [a] matrice de souplesse :  (U) = [a](P) et W = %(p)T[a](P)

Introduisons la matrice de raideur [k] : avec (k] = [a] ™1

[k] est une matrice carrée et symetrique et : [k]T = [k] = [a]?

Introduisons la matrice de raideur dans l’expression de l’énergie :

1
W = ()T [al(P) = 5 (U)"[kI"[a] [k)(V)
— _

d’ou l’expression de I’énergie : [1]

1
W = (U)K

C’est la forme quadratique de l’énergie de

déformation en fonction de la matrice raideur
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6. Probléme de statique 1D Matrice de rigidité globale

Pour realiser cette opération, on exprime les e¢nergies ¢lementaires en
fonction des variables globales : {(U) est le vecteur déplacement global et [K]

matrice de rigidité globale :
n

W= §<U>T[k]<u> N7 w,

e=1

[Ke] + [ke] e= 12 l

e=12

= (37 wa)w

D’ou I’expression de la matrice de rigidite globale : k] = z K]
Dans la matrice[k]obtenue par expansion de |Ke], les seuls termes %0%1 nuls

sont les termes assocics aux degres de liberte de I'element (e).
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6. Probléeme de statique 1D Vecteur force global

De méme, le travail des forces extérieures s’ écrit :

1 n o
Wext = E<U>T<F) — ze 1Wext
— e\T
=) 12<ti> 4
=Y W)
e=1

- for (3 e

D’ou l’expression du vecteur force global :

=) ()
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6. Probléeme de statique 1D l::quation du systeme

Legalite W = Wyt permet d’écrire :
1 1
S(UYTTKIU) = 5 (U)T(F)

Ou encore :

[k]{U) = (F)
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6. Probléeme de statique 1D Résolution Partition des degrés de liberté

Methode directe ou resolution par blocs, necessite de modifier (ou
rearranger) les termes des matrices (¢limination de ligne - colonne). Elle est

utilisée dans le cas ou les ddl sont limites.

[[kn][ku]l {Ui} _ {Fc}

[k21][k22] U Fi

U; : sont les deplacements inconnus(libres)
U, : sont les déplacements connus (imposes )
F. : Forces (connues) correspondant aux déplacements inconnus
Fj: Forces (inconnues) correspondantes aux déplacements connus réactions
d’appuis

Ce qui donne :
{U:} = [k {FY = Tk {U D
{Fi} = k21 {U S + [k U}
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6. Probleme de statique 1D Résolution Partition des degrés de liberté \
Cas particulier fréquent

(Ui} = [ky1] 7 {FS = Tk {UD)
{Fi} = k21 {U;} + k22 ){U S
Si{U_.} ={0}:
{U:} = [ky1]7HF}
{Fi} — [k21]{Ui}

Seules les termes [ k1] et [k,1] de la matrices de raideur globale sont a

calculer.
[k] — [ k11 [k12]]
k21 [kZZ]
a M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024 /




6. Probléeme de statique 1D Elément barre — traction/ compression

Données

<
c

E:module d'Young (N/m?2) - S:section (m?) - L:longueur(m)

Bilan : Les déplacements nodaux
Q1 élément de ’élément barre :
O 2 noeuds U
0 2ddl: 1ddl/nceud (u,u;) ==p U :[ ij
U
22 M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024
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6. Probleme de statique 1D Elément barre Matrice d’interpolation A\

On cherche une approximation des deplacements :  3*(m) = [N, (M)|(U,)

Sont les déplacements nodaux de l’élément barre : U= [uij
j

1. Soit 'approximation nodale : U*(x)=ay+a;x Approximation linéaire

We) = () =1 ) ( %) = [P.0D))A)
o ) = [P0,
UL = (1, DR D] U =N (MU,

D’ou N U*(X)=<1_%,%)(Z]i_)

@ M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024

o e a()) ag et aq ctesa
Ou sous forme matricielle : U*(x)=(1, x) (a 1 déterminer par CL
kil
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6. Probléeme de statique 1D Elément barre Matrice de rigidité ¢élémentaire

Urg=1 -2, (1)

L’énergie de déformation s’écrit : W 1f de 1(UTkU
€Nnceroic dc dcrormation s €Crit : = — _— = —
g d=75 ES X > Y [k]KU)
wo=2es[ (&) a
d =5 —. ] ax
- 2 oty \ dX
U'? = {U}[Al{U} = 22 (U Est la formes quadratique de U’
i=1j=1
1 ES( 1 -1
=) W, =—=-{U} <E5f [A]dx> v} == K=—
2 Str L _1 1
\ J
|
[k}
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6. Probléeme de statique 1D

*

U
o

. U;
e

Elément barre

*

J
> X*

Repére local R1 : Orienté suivant I’axe x

Repere global R,

M. El Allami

-

Méthode des Elements Finis

Ui
Ke =7
u=|" ¢
Uj .
u*=f(U)
Vi 77
11/9/2024
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6. Probléeme de statique 1D

Energie de déformation :

Elément barre Transformation des matrices \

Repere local :
1 . .

W ==U"K,U
2 1

\HU* = f(U) 7?

Repere globa% ;
1 HE

W =EutKR2u

-

ul ¥*=u 4 3; u; =u. cosé+v,sind
WX =u X+ Y u; =u;cosd+v;sind
R O .
y \o&\ oy Sous forme matricielle :
e L )
Q@Qe V; : T (ui
: u;| [cos@® sin@ 0 0 |V
o Y « | :
o ‘> u. 0 0 cosf sinf)u;
Vi e 0 ‘
""" . L,
; ST, T U
Repére global R, )
M. ELl Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024
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6. Probléeme de statique 1D

Energie de déformation :

Expression que l'on compare a

On en déduit :

M. El Allami

-

Elément barre

U'=U'T! —l

W =%U”KR1U*

4

W =1UtT‘KRTU
2 1

w =1utk, U
2 2

Kk, =TtKR1T

Méthode des Elements Finis 11/9/2024
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6. Probléeme de statique 1D Elément barre

-

PO:,II‘ lelement barre, on obtient : es( 1 -1
y v, Kg =—
u; L1 1
cos@ sinfé 0 0
Vi u 3 0 T :( . j
. 0 0 cosf sind
Ke, =T'Ko T, \
cos” 0 cosfsin€ | | —cos*d  —cosfsind u.
K_E_S cossin @ sin’d —cosfsind  —sin?d U V.
L || —cos°@  —cosfsinf cos® 6 cosfsin @ Uj
—cosfsinf  —sin®@ | | cosfsind sin®6 J
ou encore :
ES[ A —A cos’6d  cosfsind
K= — avec A= _ "
2 L{-A A cosfsind  sin“ 0
Attention : pas de ddl de rotation donc liaison pivot aux nceuds implicite

M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024
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6. Probléeme de statique 1D Elément poutre — Flexion Données \

Poutre type Bernoulli : pas de cisaillement transverse

E:module d'Young (N/m?) - l:inertie de flexion (m#) - L:longueur(m)

Bilan :

Vi
a1 élément o)
3 2 nosuds U=|"
0 4 ddl : 2 ddU/nceud (v;, 6;,v;, 6;) Vi
0

[ S—

29 M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024
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6. Probléeme de statique 1D Elément poutre Matrice rigidité ¢élémentaire

On cherche une approximation des deplacements :  3*(m) = [N, (M)|(U,)

(v
® On adopte l'approximation nodale : Vi
o
a0 U=,
(v*(x)) _(v*(x) = ap + ayx + a,x° + azx? _( 1,x,x2, x3 ) al 91
0™ (x) 0*(x) = a; + 2a,x + 3azx° 0,1,2x,3x2%/\ a2 J
a3 a; ctes a
* Les conditions aux limites permettent d’écrire : (A) déterminen
w0 [ [V 10 0 0] /a0 _ F(U,)) P les CL
wy=fi)=fotoolfar) s
XeL vJj 1 L LZ L3 a2 - [ e( )]
= 9. 2
] \_0 1 ZYL 3L | a3
[P ] (A)

= (4) = [R.(M)](Ue)

v*(x)) B ( 1,x,x2,x3

g (9*(x) 0,1, 2x, 3x2) [Fe(MD)]™(Ue)

\

Y
Ned
@ M. El Allami Méthode Lese lements Finis 11/9/2024
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6. Probléeme de statique 1D

Elément poutre Matrice rigidité ¢élémentaire

(-

v*(x) 1,x,x2,x3 _
(5c0) = B [ACH A : 2
0" (x) 0,1,2x,3x b X
‘ Y ’ Ni=1-3—=5+2—=
L? L3
[Ne]] x2 x3
= o No=x-27+7;
. L
v (x) = (N Ny N3 Ny) | i | = (NX(U)  Avec: * X2 3
i N3 =3 5 2 3
0j L L
x? x3
Ny=——F+—
LY L 12
Calcul Matlab Le calcul ’de l.energle de deformation
permet d’avoir :
1, 0, o, iy
1 a, 1, o, 0] 12 oL -12 6L
[Pe(M)] "= -3/L~2, -2/L, 3/L~2, -1/L] erl sL 412 —6L 212
2/L~3, 1/L~2, -2/L"3, 1/L"2] K=—
*|-12 -6L 12 -6L
Calcul Matlab [N€]= 6L 212 —6L 42
[ (2*x"3) /L3 - (3#*x"2)/L°2 + 1, X - (2=x"2)/L + x"3/L"2, (3%x"2)/L"2 - (2*#x™3)/L"3, X*3/L"2 - x~2/L)
[ (e6*x™~2) /L3 - (e*x)/L"2, (3*x"2)/L"2 - (4#*x)/L + 1, (6*:-:},-"]'_"‘2 - (B*x™2) /L3, (3=x"~2) /L2 - (2*x) /L]
M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024
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6. Probléeme de statique 1D

u.
y v, v, Bilan : 1 élément, 2 nceuds, 6 ddl : V'
Gir\ £l 9]-‘/\ 3 ddl/nceud (uj, v;, 6;, Uy, Vj, 65) gi
u L u, X U;
‘ : Vi 6V 6
- 12E1  6EI 12EI 6EI 1 Vj
Ui UJ L3 LZ L3 LZ H
 ES EST 6EI 4EI  6El 2EI J
| v—| 2 L 1z L
K=1 %5 Eg 12EI 6EI 12EI  6EI
Traction —T T Flexion | 13 o 12 13 o 12
i i 6EI 2EI 6El A4EI
o S Y e T T TE T
- 0 0 | ——= 0 0 U,
L L
o 12EI  6EI o 12EI 6EI v.
I3 12 13 12 1
6E1 4F1 6ElI 2EI
0 S S 0 _ 0.
K= L? L L2 L i
_ES o | E° 0 0 U.
L L ]
o 12EI 6EI 12E1  6EI v,
13 12 13 12 ]
, OEl 2EI 6EI  4EI ;
2 L 12 L
M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024
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6. Probléeme de statique ID

A\ 4

(-

Repeére global R,

M. El Allami

Elément poutre + déplacement axial \
+orientation arbitraire

u, =u, cosd+v.sind
vV} =-U; sin@+v,cosd

Les moments et les rotations ne sont pas

concernés par la transformation.
Sous forme matricielle pour les deux nceuds :

Cl1Slo o o o U
S| C|lo 0o 0 o0 A
_ o o | 1|lo o0 o0 0,
0O 0 O 0 Uj
O 0 O 0 V.
O 0 0 0 0 1 0,
\
Y
T
U = T U
Méthode des Elements Finis 11/9/2024




6. Probléeme de statique 1D Elément poutre + déplacement axial \

AR L L
C +orientation arbitraire
_ Tt
KR2 _T KR]_T
- ' I L I ei 1 uj I Vj I eJ 1
127 127 1 61 127, oy oY
2 | 1 1 2 2 I I — 5
I A +—S5" (4- )es b ——st —(de+—)s7 0 —(Ad——)es ! L U,
_______ b L L L L.
] 1 1 ] | 6]
' 127 Y 127 ' 127 L —.
L AsT+ > 'y —cy —(A-——cs —(4ds’+—c) L ¢ \f
1 L v L ! L) I - i
“o-mmmooee- Rt - 6I --e 6I L"z'f"'
1 | 1 I
 E b4 — 5 ! ——c : 0;
—_E 1 I L I L I
T T reoTTT T F7 6l
| Ac’ +%_52 Vo= T Y
| L I I |
e I
| oy, 1Y
1 I —
SYMETRIQUE a2 ey
1 Lb |
e o e e e e e o o o e o e
i A (section S) pour ne pas la confondre avec sinus D4 6,
@ M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024




6. Probleme de statique 1D Elément poutre Pas de déplacement axial \

A
N & v L o
\o(p ; S +orientation arbitraire
Q4 / P ;"
‘ _ Tt
> X

Pas de traction

| _
12s° —12s¢c —6Ls' —12s° 12s¢ —6L.s
12s¢  —12¢° 6Lc

K=" o ____ Py P PR
o L | —12s* 12sc 6L.s i 125> —12sc 6L.s
12sc  —12¢?> —6lc ! —12sc 12¢> —6Lc
| —6Ls 6Lc 20" 1 6Ls —GLc 4L |
@ M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024
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PLAN

3. Probleme plan 2D.

M. El Allami
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6. Probléeme plan 2D Equation du systecme \

Le principe des travaux virtuels pour un probléme de déformation de
structures continue D s’écrit quel que soit le Champ de deplacement

virtuel U . .
&j =5 (Wyj+uj)

t
f p*_’*dv f fv_’*dv+faqfs _’*ds—f 5 gdv

| | |

J

Trava1l virtuel Travail virtuel Travail virtuel Travail virtuel
d’accélération des efforts des efforts des efforts
extérieurs extérieurs intérieurs
Avec volumiques surfaciques W,=-W,,

= [Ne(M)ue) et u" =[N, (M)](u")
Les deplacements reels et virtuels ont la meéme forme.

[ accéleration a pour expression :
2

d
= [Ne(M)] 5 (ue) = [N (M)] (ile)

a M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024
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6. Probléeme plan 2D Equation du systecme
Approximation des déplacements

Rappels \

(M) = [No(M)](u,)
U(M) est I’approximation des deplacements reels

[No(M)] : est la matrice d’interpolation élémentaire.

N;j(M): sont les fonctions d’interpolation élémentaires.

(€).

@ M. El Allami Méthode des Elements Finis

Pour un element (e) : On pose : UL
j(xj, yi) vt
H(M) = [u(M)] _ [N11N12N13 - Ny 2n] W
M(x,y)— k(xk,yk) v(M)]  [N21NaNy3 ... Nponl| vj
\ I N uk
|
i (xi, yi) [Ne(M)] k)

(Ue)

(Up): regroupe les composantes des deplacements des noeuds de 1’élement

11/9/2024
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6. Probleme plan 2D Equation du systeme Rappels \

Déformations
Jdu
0x
l €11 ] ov
EM)=|¢€2|= S
dy
2&
12 Jdu N dv
Avec : u(M) = [N,(M)](u,) dy  Ox]
Ce qui donne::
_ui_
Vi
B11B12B13 .. B1 21 uj
(M) = |B21B22B13 ... B3 25 v
B31B3;B33 ... B3 2p
uk
vk
Ce qui donne : M) = [B,(M)](u,)
@ M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024 /




6. Probléeme plan 2D

Lois de comportement :

011 cll c12 c13]] €11
o(M) =022 =|c21 22 23| €22

Ce qui donne :

@ M. EL Allami

Equation du systeme

Contraintes

c31 32 c¢33112¢;

\ Y } \_Y_/

[C] [Be (M) {ute)

012

o(M) = [C][B.(M)](u,)

Méthode des Elements Finis

Rappels \
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6. Probléeme plan 2D Equation du systéme Le premier terme du PTV \

I P)?ﬁ*dvf [ fitdv+ [, fiids—[ &:&dv

Travail virtuel
d’accélération

f, PP dv= [, plite)T [Ne(M)]T [N (M)] (") v
~(iie)" (f,, PIN.QDI” [Ne(M)]dv) (11")

— (ue>T [Me] <U*>
Avec :
(M) =J, p[N.(M)]" [N, (M)]dv
M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024
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6. Probléme plan 2D Equation du systeme Le deuxieme terme du PTV \

J, pyidv= [, Eﬁ*dv+faDE u'ds — [ 6:8%dv

\ J | J
| |

Travail virtuel Travail virtuel
des efforts des efforts
extérieurs extérieurs
volumiques surfaciques

fﬁ)ﬁ’*dv+ j]_fs) u*ds
D oD

= (J, [fl" IN.(M)] dv + [, [fs]" [Ne(M)]ds) (")
— [Fe]T<U*>

Avec :

[Fe]'== [, [fo]" INe(M)] dv + [, [fs]" [Ne(M)]ds

@ M. El Allami Méthode des Elements Finis
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6. Probléme plan 2D Equation du systeme Le quatriéme terme du PTV \

J, pyidv= [, f,u dv+faDEﬁ*ds—fD g:5°dv
\

Y
Travail virtuel
des efforts

intérieurs
| &:&av = [ l1CHB.DIw ] (B DI )dv
D D

= (u,)" f B,T(M)[CI” [B,(M)]dv | (")

D
— (ue>T[Ke]<U*>
D’ou :
K] = [ B.OWTICI (B ()]dv
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6 . Probléme plan 2D Equation du systeme Ecriture matricielle \

Quel que soit le champ de deplacement virtuelle u*

(ue>T[Me]<U*> = [Fe]T<U*> — (ue>T[Ke]<U*>

Ou encore en simplifiant par(u*>:
(ﬁe>T[Me] — [Fe]T_<ue>T[Ke] (E)

Avec :
M, ] = fD p|N, (M)]T IN,(M)]dv : matrice masse de I’élément e
K,| = fD | B, (MIT[C]T |B,(M)]dv : Matrice raideur de I’¢lément e

F1'= fD 11,17 [N.(M)] dv + faD[fg]T IN,(M)]ds :Vecteur force de

I’élément e

@ M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024
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6 . Probleme plan 2D Equation du systéme Remarques

Par construction [M,] et [K,] sont symétriques. Alors :

[M.]"= [M,] et (Ke)" = [K]

Finalement I’ équation (E) devient :

[Me]<ﬁe) + [Ke]<Ue> = |Fe]

Les matrices globales de masse [Mg] et de raideur [Kg] de la structure

s’obtiennent par assemblage des matrices de masse [M,] et de raideur [K,]

de tous les elements e.

-
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6. Probléeme plan 2D Eléments 2D Flément Triangle

Triangles de degre 1 : triangles a 3 noeuds, fonctions lincaires
R _ Tulx,y) = a0+ alx + a2y
u(M) = [v(x, y) = b0 + blx + b2y

Les a; et b; sont des ctes a déterminer par les CL

Triangles de degre 2 : triangles a 6 noeuds, polynomes de degre 2
H(M) = u(x,y) = a0 + alx + a2y + a3xy + adx* + a5y?
~ |v(x,y) = b0 + blx + b2y + b3xy + b4x? + b5y?

J(x),y))
M(x, y)? k(xk, yk)
i(xt,yi)
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6 . Probléme plan 2D Eléments 2D Elément Quadrilatere ou quadrangle

Quadrilateres de degre 1 : carrés a quatre noeuds, fonctions lincaires :
R u(x,y) = a0+ alx + a2y + a3xy
u(M) =
v(x,y) = b0 + blx + b2y + b3xy

uadrilateres de degreé 2 : carrés a 8 noeuds, polynomes de degre 2 :
8 » POLY g
B = u(x,y) = a0 + alx + a2y + a3xy + a4x* + a5y* + abx*y + a7xy?
~ |v(x,y) = b0 + blx + b2y + b3xy + b4x? + b5y? + b6x%y + b7xy?

Quadrilateres de degre 2 : carrés a 9 nceuds, polynomes de degre 2 :
TV = u(x,y) = a0 + alx + a2y + a3xy + a4x* + a5y* + abx*y + a7xy* + a8x>y?
~ |v(x,y) = b0 + blx + b2y + b3xy + b4x? + b5y? + b6x*y + b7xy? 4+ b8x>y?

@ M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024
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6 . Probleme plan 2D Elément Triangle Approximation des déplacements

Par raison de simplification des calculs, on utilisera dans cette partie des

elements triangles a 3 nocuds.

H(M) = [

Les a; et b; sont des

ctes a determiner par

u(x,y) = a0+ alx + a2y
v(x,y) = b0 + blx + b2y

les CL
Sous forme matricielle :
a0
al
. _u(x,y)]_[lxyOOO] a?
u(M)_[v(x,y) “lo o0 1xyl|po
b1
y J i,y b2
M (x,y)f> k(xk,yk)
i(xi,yi)
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6. Probléme plan 2D ElémentTriangle Matrice d’interpolation

Les conditions aux limites permettent d’ecrire aux points i, j et k :
ui1 [1xt yi 0 0 0 7rq0r
vi 0 00 1xtiyil||lagl
uj 1xjyjO O O[|la2
(Ue) = vj- 1o oo 1 xj vj || b0 = [P,(M)](4)
uk 1 xkyk O 0 Of|b1
lvkd 10 0 0 1 xk ykllLb2-

Avec :

(A) = [Pe(M)]_1<Ue>

aom = [4 = [0 % 2 M [T VRS AR

v(x,y)
J (), ¥))
M (x, y)-f..> k(xk, yk)
i(xt, yi)
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6. Probléeme plan 2D

"1l xi yi O 0 O°
0 00 1xiyi
1xjyj0 00
0 001x5y
1 xkyk 0 00

[Fe(M)] =

0 0 0 1 xk yk.
ai = xjyk — xkyj

bi = yj — yk

ci = xk — xj

[

Et : <

\

Flément Triangle

et [R(M)]™

Matrice d’interpolation

ai 0 aj 0 ak O
bi 0 bj 0 bk O
1lci 0 ¢j 0 ck O
2|0 ai 0 aj 0 ak
O bi 0 bj O bk

1 0ci 0 ¢j O ck.

Les autres termes sont obtenus par permutation circulaire des indices (i,j,k).

A,==Xiyj]-Xjyi-xiyk + xkyi+Xxjyk-xKkyj

=2 « Sijk

= 2 x Aire du triangle (i,j, k)

M. El Allami
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6. Probléeme plan 2D ElémentTriangle Matrice d’interpolation

[1xy 000 1
D] =g 570 1y | P00
fai 0 aj 0 ak 07
bi 0 bj 0 bk 0
_ilxyOOO]ciOchckO
A, 10 001 xyl|[0Oai O aj 0 ak
ai = xjyk — xkyj 0 bi 0 bj 0 bk
Et:q  bi=yj—yk [0 ci 0 ¢jO ckl
ci = xk — xj
_ 1 N1 0 N2 0 N3 O
2SijkL0 N1 0 N2 0 N3

(N1=ai+bix+ciy
Avec : Sijk : aire du triangle (i,j, k) et{ N2 = aj + bjx + ¢jy
kN3 = ak + bkx + cky

Finalement : | [N (M)]

[ |
oo [ux,y)] . 1 N1 0 N2 0 N3 0 B
u(M)_[v(x,y) - 2Sijkl 0 N1 0 N2 0 N3‘<U€>_[N@<M)]<UB>
M. El Allami Méthode des Elements Finis 11/9/2024

(- y




6. Probléme plan 2D ElémentTriangle

e 0 1 9 [N1 O N2 0 N3 0
K] = [ [BTICIT (B, (W1 18.00) = 5 Ne00) = g3 [N 90 B2 0 NS 0
D . . .
1 N1 = ai + bix + ciy
et : < N2=aj+bjx+cjy
[K.] = [B.,(M)]T[C]T[B.(M)] ] dv N3 = ak + bkx + cky
D

L [pi 0 B 0 bk 0
l Donc : [Be(M)]:ZS 0 ci 0 ¢ 0 ck

klci bi ¢j bj ck bk

dv =e.dSijk e : epaisseur de la p]la ue. J7c
m) (K] = [B.(M)]"[C]"[B,(M)].e.Sijk

'bi 0 ci]
0 ci bi - . -

1 . |[c11 c12 0 ]|bi O bj O bk O
_ bj 0 cj : . .
= [K,] il o o pill2L €22 0 || 0 i 0 ¢ O ckleSijk
Y “ P o ci bi ¢j bj ck bk

bk 0 ck 0 ¢33
0 ¢k bkl

Remarque : [K,] est une matrice (6,6)=(6,3)*(3,3)*(3,6)

Matrice raideur [Ke] \

]
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6. Probléeme plan 2D ElémentTriangle Résolution \

Cas ou les ddIl sont limités.

On utilise la methode directe ou resolution par blocs (ou de partition) vue au

chap?

Cas de plusieurs ddl,

On utilise des methodes numeériques de resolution.
Ces methodes sont vues en analyse Numerique.

Pour les problemes de statique on trouvera dans les codes EF deux types de

meéthodes :

o Les méthodes directes : Elimination de Gauss, decomposition LDU, ou

Cholesky ...

® [ es méthodes iteratives de type Gauss-Seidel.
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