
TORSION PURE

Mécanique des structures
Théorie des poutres



Le torseur de cohésion dans une section droite s'écrit: 

𝐶𝑜ℎé𝑠𝑖𝑜𝑛 𝐺 =
0 𝑀𝑡

0 0
0 0 𝐺

Les poutres étudiées sont des cylindres de révolution à base 

circulaire.

Pour toute section qui n’est pas circulaire :

– les sections ne restent pas planes et se gauchissent,

– la contrainte de cisaillement ne peut pas être tangente 

au contour non circulaire de la section.
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1.Hypothèses d’étude
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Soit une poutre circulaire pleine, parfaitement encastrée en S(0) (section de 

référence), soumise à l’extrémité S(L) à un moment de torsion Mt. 

Après déformation, On observe que : 

 Une génératrice 𝑀0𝑀𝐿 devient une hélice 𝑀0𝑀′𝐿 d’angle 

 Chaque section droite S(x) subit une rotation 𝛼(𝑥)
proportionnelle à sa distance x à la base S(0) : 

Mt
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2. Essai de torsion
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𝛾 est l'angle de glissement ou distorsion (rad).

𝛼 est l'angle de torsion de S(x)/S(0).

𝜃 est l'angle unitaire de torsion (rad/mm).

x est la distance entre S(x) et S(0) (mm)
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2. Essai de torsion

𝛼(𝑥)

𝑥
=
𝛼𝐿
𝐿
= 𝑐𝑡𝑒 = 𝜃𝛾 =

𝑟𝛼

𝑥
= 𝑟𝜃

La distorsion  (HPD) est égale à : 
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2. Essai de torsion

➢OA : domaine élastique, la distorsion 

est proportionnelle à la contrainte

appliquée

G: module de Coulomb

𝜏𝑒 ou 𝑅𝑔: limite élastique au cisaillement

ou au glissement.

➢AB : domaine plastique, la distorsion 

n’est plus proportionnelle à la contrainte

appliquée

te

Distorsion 

Contrainte  de glissement
𝜏 = 𝐺 𝛾

Graphe de l’essai de torsion
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Soit un cylindre de section circulaire, sous l’action du moment de torsion 𝑀𝑡.

3. Champ de déplacements

La section droite S(x) subit une rotation 𝛼 :  𝛼 = 𝜃 𝑥

Le point M(r, 𝜑) de S(x)                               M'(r, 𝜑 + 𝜃𝑥)

Le vecteur déplacement est :

On postule alors un champ de déplacement de la forme :

𝑢 = 𝑀𝑀′ = 𝑟 𝛼 Ԧ𝑒𝜃 = 𝑟 𝜃 𝑥 Ԧ𝑒𝜃

𝑢 = 𝑟 𝜃 𝑥 Ԧ𝑒𝜃

r
𝑥

𝑟 Ԧ𝑒𝜃 = 𝑟 −𝑠𝑖𝑛𝜑 Ԧ𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝜑 Ԧ𝑧 = −𝑧 Ԧ𝑦 + 𝑦 Ԧ𝑧

𝑢 = 𝑟𝜃𝑥 Ԧ𝑒𝜃 = 𝜃𝑥 −𝑧 Ԧ𝑦 + 𝑦 Ԧ𝑧

Avec :
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𝑀𝑡

Après déformation



Déformations 

4. Contrainte tangentielle

Ӗ𝜀 =
𝜃

2

0 −𝑧 𝑦
−𝑧 0 0
𝑦 0 0

𝑥,𝑦,𝑧

ധ𝜎 =
0 −𝐺𝜃𝑧 𝐺𝜃𝑦

−𝐺𝜃𝑧 0 0
𝐺𝜃𝑦 0 0

𝑥,𝑦,𝑧

Conditions aux limites

𝑛 = Ԧ𝑒𝑟 =
𝑦

𝑅
Ԧ𝑦 +

𝑧

𝑅
Ԧ𝑧 𝑇 𝑀, Ԧ𝑒𝑟 = ധ𝜎 Ԧ𝑒𝑟

Sur la section droite : facette Ԧ𝑥 : 𝑇 𝑀, Ԧ𝑥 = ധ𝜎 Ԧ𝑥 = Ԧ𝜏

Efforts intérieurs :

𝑁 = 𝑇𝑦 = 𝑇𝑧 = 𝑀𝑓𝑦 = 𝑀𝑓𝑧 = 0 𝑀𝑡 = 𝐺𝜃න

𝑆

𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑠 = 𝐺𝜃න

𝑆

𝑟2 𝑑𝑠 = 𝐺𝜃𝐼𝐺

𝑅 = 0 𝑀𝐺 = 𝑀𝑡 Ԧ𝑥 = 𝐺𝜃𝐼𝐺 Ԧ𝑥
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𝜏 =
𝑀𝑡

𝐼𝐺
𝑟

Sont obtenues par les lois de comportement

𝜏 =
𝑀𝑡

𝐼𝐺
𝑟

Ou encore

Ce champ de contraintes vérifie les équations d'équilibre.

Sur la surface latérale : libre en contraintes de facette 𝑛 : 

Sont obtenues en dérivant les déplacements :

Contraintes

Équations d'équilibre

Contrainte tangentielle

=0

= 𝐺𝜃(−𝑧 Ԧ𝑦 + 𝑦 Ԧ𝑧) = 𝐺𝜃𝑟 Ԧ𝑒𝜃



Remarques :

4. Contrainte tangentielle
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𝜏 =
𝑀𝑡

𝐼𝐺
𝑟

𝜏𝑀𝑎𝑥𝑖 =
𝑀𝑡

𝐼𝐺
𝑅

𝐼𝐺 est le moment polaire de la section (S) par rapport à G (mm4) et 

(𝐼𝐺/𝑅) est le module de torsion (mm3) avec :

𝐼𝐺 = න

𝑆

𝑟2 𝑑𝑠

La contrainte tangentielle 𝜏 est une fonction linéaire du rayon r. 

Elle est nulle sur la ligne moyenne (r=0) et maximale pour 𝑟 = 𝑅
et vaut :



D'après le torseur des taux de déformations, la déformation de 

torsion 𝜃 s'écrit :

5. Déformations

𝜃 =
𝑑𝜔x

𝑑𝑥
=
𝑑𝛼

𝑑𝑥
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Or : 𝜃 =
𝜏

𝐺𝑟
𝜃 =

𝑀𝑡

𝐺𝐼𝐺

𝛼 = 𝜃 𝑥 𝛼 =
𝑀𝑡

𝐺𝐼𝐺
𝑥
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EX 01 : Arbre de moteur5. Exercices 

Un arbre AB de longueur 1.2 m, de section cylindrique constante, doit 

transmettre une puissance P de 24 KW d'un moteur électrique à un 

manchon d'accouplement avec une fréquence de rotation n de 1 600 

tr/min. On donne :

𝑠 = 5 𝐺 = 80 000 𝑀𝑃𝑎𝑅𝑒 = 390 𝑀𝑃𝑎 𝑅𝑒𝑔 =
𝑅𝑒
2

1. Calculer le diamètre d de l’arbre.

2. Calculer l'angle unitaire de torsion puis déduire l'angle de torsion.
d ≥ 26.54 On prend :

θ =0.00196 degré/mm

d = 27

𝛼 =2.35 degré



Soit deux arbres de transmission construits à partir du même acier  

G = 80.000 Mpa. 

Le premier arbre est plein et de diamètre d

Le second arbre est creux et de diamètres D et d’= 0,6 D.

Le couple à transmettre est de 400 Nm, la résistance pratique au 

cisaillement adoptée pour les deux cas est de 80 Mpa.

1. Calculer le diamètre d de l’arbre plein et la rotation relative entre 

deux sections distantes de 300 mm.

2. Calculer le diamètre D et d’ de l’arbre creux et la rotation relative 

entre les mêmes sections distantes de 300 mm.

3. Déterminer le rapport k de leur masses puis conclure. 
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EX 02 : comparaison entre arbre plein et arbre creux5. Exercices 


