Géométie plane - Les transformations ponctuelles 2018-2019

+.XHALH | HCYOZLO \ 2 ,i0)) asalel))
+oCollo®+ | SOXCE olo[30 (3 SRS 32yl 3, 3))ys
A SOOHCA LKUOE A #3ISH (¥l 22l lly s dsd adazlly
Le centre régional des métiers de I’éducation et de
la formation

Casablanca-Settat

Polycopie du cours
Complément de formation 1
Géométrie plane — Ltes

transformations ponctuelles

Préparé par -
Pr. Sbaa Mohammed

Année de formation
2018-2019



Les Transformations ponctuelles

Table des matieres

Chapitre 1: Généralités sur les transformations ponctuelles. .........................ccc, 4
1.1, VOCabUIQire ;... ...t e e e e e e e e e e e s aaee 4
1.2, DEFINIEIONS .ot e e e e e e e e e e e e e e e e naanes 4
1.3. Applications -Théorémes et propriétés. .............cccoeeiiiiiiiiii, 4

ChaPItre 2 : ISOMEEIIES..... ..ot e ettt e e e e e e e e e ees b eeeeeeeeeessstaaaaeeeeaeeens 5
2.1, DAFINITION = oo 5
b B ] ¢ oY ] o<1 J= U UUPUUUUR 5
2.3, CONCIUSION ... e e e s e e e s e e e e e e e e e e as 6

Chapitre 3 : TranSlatioN ... e e e e e e e e e e eeeeessraaaeeeeeaaaeees 6
3.0 DEFINITION ..o e e e e e as 6
3 B o o To L =1 =T OO UUPPPPPURRN 6
3.3. Expression analytique d’une translation de vecteur V(a;b).....cccccoovvvieeiiiiiiiiiiiiiiieeeeiieeneinnnn, 7
3.4. Expression complexe d’une translation de vecteur V(a; b)......cccccvvvriiiiiiiiiiiiiiiiiiineeeieeeeennnn, 8
3.5 EXErcices d’apPliCatioNs........ccoooeiiiiiiiiiiiiiii e e e e e e e raraaaaa, 8
3.6. Produit de deux translations T1 @t T2..........cooooiiiiiiiiiiiiiiie e 8

Chapitre 4 : Les ROTAtIONS ...........ouciiiiiiiiiiiiiiiee et e e e e e e e e et e e e e eeeeeseabbaeeeeeaeeees 8
B0, DEFINIEION ©. ..o e e e e e e e e e e e nneeee s 8
L By VoY o [To- 1 4 ] 13 USRS 8
0 T o 0T ¢ ] (LSOO PPUPPRRRN 9
L T o ol PP OO PP PPPPPTTPPRIN 11
4.5. Expression complexe d’une rotation R (O 01) ..o 11
4.5. Exercices d’application & ...... ..o 11
4.6. Construction du centre de rotation ................ccceoiiiiiiiiiii 12
4.7. Produit de deux rotations...............cccoiiiiiiiiiiiiiiiii e 12
4.8. Produit translation avec rotation: R°Tavec R=R(O;a)et T =TV ......cccvvvrrrveeeeeeirrrreennnnn. 13

Chapitre 5 : Symétrie centrale et réflexion ou symétrie axiale........................................... 14
5.1, SYMEALIIE CENTIAIE .......eeeiiieiiiie e nannnan 14

00 R 0 =1 T 11 T o 14
LT B o o Yo =1 1 T PURRURRPPRRt 14
5.1.3. Expression complexe de symétrie centrale de centre W........ccccevvvvviiiiiiiiiiiniinnnnnnnnnnnnns 14

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat

-2-



Les Transformations ponctuelles

5.2. Réflexion ou symétrie axiale S (A) .........ovviiriiiiiiiiiiee e 15
5.2.1. DEfINItioN :.ccciiiiiiiiiiiiiiiiiiin e e e e 15
L0 0y R o T« T =1 < 15
5.2.3. Expression complexe de symétrie axiale par rapport (XX') ...ccceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennen 16
5.2.4. Expression complexe de symétrie axiale par rapport (YY) .ccceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeneens 16
5.2.5. Exercice d’appliCation :......ccceeeeiiiiiiiireeemnnieeieeeineeennnssseeeeeeeneesnnssssessseesesnnnsssssssssesssnnnns 16

Chapitre 6 : Homothétie...................oo i, 17

6.1. DEfINItiONS @1 ProPriGleS :.........cooiiiiiiiiiei e e e et e e e e e e e eeeasa e e e eaeeeees 17

6.2. Expression complexe d’une homothétie ...............cccoooiiiiiiiiiiiiiii e, 18

6.3. Produit deux homothéties : H2 et H1 ... 20

Chapitre 8 : SIMilitude dir€Ct PIANE ...........oooviiiiiie e e e e e eeeees 22
8.1 DEFINITIONS & ..o e e e e e as 22
8.2. Expression complexe de S (W, Kk, 0) dir€Cte ...........coeeviiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeceee e 25

CRAPILre 9 : LS INVEISIONS..........coeviiiiiii ittt tee e e e e e e et et e e e e eeeeeeeas b raeeeeeeeesessnateeeesesenes 26

9.0, DEFINITION ... e e e e e e s 26

0.2, TREOTEIMES :......eiiiiieiitiiee ettt ettt e e st e e e e e e e e s et e e e s abe e e e e enre e e e s e e asneeeeeannneeeeennnnneeeas 26

9.3. Expression complexe de I{ O, K) .......cooviiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeecee e eeeeaaaaaa 28

9.4, EXPression aNalYtiQUE .......ouvueiiiiiiiiieiiiieii et e et e e e e e e e e bbb e e e e e e eeaa b eeeeeerrarraaan 28

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat

-3-



Les Transformations ponctuelles

1.1. Vocabulaire:
* Lorsque dans le plan, a chaque point M on associe un unique point M', on dit que I’on a défini

une application du plan dans lui-méme
* Dire qu’une application T est bijective signifie que tout point M est I’image par T d‘un point M
et un seul

1.2. Définitions :
Définition1 :
Une application bijective est une transformation
T:E » E
M > T(M)=M'
M’est L’image de M ou homologue de M ou transformé de M par T
M est I’Antécédent de M'

Définition2 :
M est dit point double ou invariant lorsque T(M) = M

1.3. Applications -Théorémes et propriétés.

|Application 1 : |
SoitT: M (X,y) » M’ (x>,y); tel que :

;L X'=x+y-—-1
1) Soit A (1 ;2) déterminer I’image A’ de A par T.
2) Déterminer les points doubles de T.

|Application 2 |

H . ? ? { . )y x,:2x+y_1
Soitf:M(x,y) > M (x',y‘)telque:M’ = f(M) {y’zx— y+2

f admet —elle une fonction réciproque f* ?

|Application 3 |
Soit f: M —M’ = f(M) tel que : z' = =2 o0 z d"affixe de M et 2’ d’affixe de

Déterminer la fonction réciproque .

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat
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| Définition : |

Soit F une figure. Si T(F) =F il y adeux cas:
1) F est une figure invariante point par point (Si chaque point M de F est double)
2) F globalement invariante (s’il existe un point de F qui n‘est pas double)

Le produit de transformation est associatif cad-d : Ts- (T> oTl) = (TaeeT2 )Ty

Définition :

T est involutive © T est une bijectiveet T=T!
|Propriétés : |

1. f-f1=f1-f=id

2. Sifestinvolutive, alors: f- f=1id
|Application 4 |

Soitf:M(X,y) > M’ (x’,y ‘) tel que :

1)
2)

I — +
M =T(M) e {yf‘_ xTy

Déterminer les points doubles de f.
Déterminer la fonction réciproque 2, f est —elle involutive ?

3) Soit (D) : y = x + 1. Déterminer ’image de (D) par f

2.1.

Définition :

On appelle isométrie toute application qui conserve les distances.

2.2,

No g ko

Propriétés :

Une isomeétrie transforme trois points alignés A, B et C en trois points alignés dans le méme
ordre.
SiAB=KACalorsA'B'=KA'C
SiAB=CDalors A'B'=C’D'
Si AB =k.CD alors A' B' = kC' D'
SiAB+CD=EFalorsA'B'+C'D'=E'F' «U+V=W = U+ V'=W'»
Si aGA+BGB +6GC =0 alors aG' A" +fG' B' +6G' C' =0
L’écriture complexe d’une isométrie est :
Z’=azthouz' =az+baveca=e® ( a=1) et bcomplexe
Soit T est une isométrie, si T admet trois points invariants Non alignés alors T = id

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat

-5-



Les Transformations ponctuelles

Démonstrations
Pt*8: T(A)=A; T(B)=B et T(C)=C si T n’est pas identique Il existe un point M Tel que M’#
M, alors [MM’] est un segment. Mais AM=A"M’=AM"’, alors A est sur la médiatrice du segment
[MM’]. De méme pour B et C donc les points sont alignés, ¢’est impossible. Donc, Si T n’est pas
identique alors tous les points invariants sont alignés.

2.3. Conclusion
Les isométries conservent :
1) Les milieux
2) L’alignement
3) Le parallélisme
4) Les mesures des angles algébriques
5) Les aires et les barycentres

Déplacement : conserve la mesure des angles orientés

Isométrie <:
Antidéplacement : ne conserve pas la mesure des angles orientés et

3.1. Définition :

La translation du vecteur Vest une application définie par :
TIM)=M < MM’

Attention : si V7 = Oalors la translation T = id

Remarque : si V' # 0 la translation n’admet aucun point double (invariant)

3.2. Propriétés :

1. P1:Latranslation du vecteur V7 admet une réciprogue T

T.-E —— E TY:E — E
M ——3 T(M)=M' M — TtM)=M

T est une translation du vecteur —V7

2. P2: Une transformation est une translation si et seulement si la relation
MN = M'N’ est toujours vraie pour tous les points

Démonstrations :

1. Toujours pour déterminer la transformation inverse Il faut exprimer M en fonction de M’
MM =V o MM=-V

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat
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2. Condition nécessaire
Par hypothese : T est une translation

Conclusion : MN = M'N’est toujours vrai pour tous les points En effet: MM’ =V et

NN’ = Valors MM’ = NN'donc MM’N’N est un parallélogramme, par suitt  MN = M'N’
Condition suffisante :

Par hypothese : MN = M'N'est toujours vrai pour tous les points
Conclusion : T est une translation

En effet: T (M)=M’et O est un point fixe, T (O) = O’ alors OM =M'0’
Donc MOM’Q’ est un parallélogramme, par suite MM' = 00’
Alors T est une translation du vecteur 00’

a. La translation est une isométrie
b. La translation conserve
1) Les milieux
2) L’alignement
3) Le parallélisme
4) Les mesures des angles algebriques et les mesures des angles orientés
5) Les aires et les barycentres

|Propriété 3 |

1) L’image d’une droite (D), par une translation du vecteur V(avec (D non //éV) est une
droite (D) /(D)

2) SiD//aV alors ladroite (D) est globalement invariante par T.

3) L’image d’un cercle (C) de centre I et de rayon R, par T est un cercle (C’) de centre
I’=T(I) et de rayon R

4) L’image d’un triangle est un triangle. De méme nature

5) L’image d’un segment est un segment. De méme longueur

6) Si | est le milieu de [AB], alors I’ est le milieu de [A’B’].

3.3. Expression analytique d’une translation de vecteur v (a; b)

xX=x+a

T =M <M= {7, 5T

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat
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3.4. Expression complexe d’une translation de vecteur v (a;b)

v -Zv =2Zv Donc Zw-2Zm +Zv &
D’ou Z’ =Z+cou c’est un nombre complexe ou ¢ = Zy

3.5 Exercices d’applications

[Exercice 1 : |

Soit T une translation du vecteur V (-1;2)
1) Déterminer I’expression analytique de T.
2) Déterminer I’expression complexe de T.

[Exercice 2 |

Soitf: M —>M’=f(M) tel que : z' =z + 2 — 3i ou z d’affixe de M et 2’ d’affixe de M’
Déterminer la nature de f.

3.6. Produit de deux translations T1 et T2

|Propriété 4 |

Le produit T, ° Ty de deux translations T; et T, ; est une translation du vecteur V = V; + V,

Remarque: T,°T1=T:°T>

4.1. Définition :
La rotation est une transformation R qui a chaque point M associe le point M’tel que :
) { OM = OM'
RM)=M S3(7 77 _
(oM, oM ) = « -

R s’appelle rotation de centre O et d’angle a, notée par R (O ; o)) ou rot (O ; a)

a
0 M
4.2. Applications
|Application 1 |
1) SoitR= rot(A,%) construire r (B)
2) SoitR’ =rot (B,— % ) construire 1’ (A) A B

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat
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4.3. Propriétés :
| Propriété 1 |

La rotation admet une réciproque R*(O ; -a)

Remarque : la rotation r est non involutive si a#tm ou a£0

|Propriété 2 |
Si a# 0 le centre est le seul point double (invariant)

Preuve : (par I'absurde)

OM=0OM

Si non il existe un point double M autre que O alors (OM,0M ) =o
Donc a= 0 par suite la contradiction ne peut étre levée que si M =0

Attention: (OM,ON ) = (O_M70—N7)
Car (0M,0N ) = (0M,0M') + (0M,ON ) + (ON',ON )
=a+ (0—M7,0—N7) -

= (oM’,0N") N'
|Propriété 3 A -
_ _ MN = M'N’
La transformation est une rotation < (W W) — 0
Preuve N
Condition nécessaire
Par hypotheése : R est une rotation ¥
Conclusion : MN = M’N” et (W M’N’) =a
En effet :
Les deux triangles OMN et OM’N’ sont égaux d’apres le
cas Coté— angle — coté N'
OM =OM’, ON =ON" et (OM,0N ) = (0M’,0N") M*

D’apres les éléments homologues MN =M’N’.

-y — Al
(MN.M'N') = a??
En effet : 0 7 M
Soit A un point tel que OMNA est un parallélogramme et
A’ =R (A), puisque MN =M’N"’ est vrai pour tous les points
on peut déduire N’A” =NA = OM = OM’ et M’N’= <o N
MN=0A=0A’ A
Donc OM’N’A’ est un parallélogramme

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat
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Par suite M'N’ = 0A’ et (W M’N’) = (Eﬁfﬁ) =a
Condition suffisante :
Par hypothése : MN = M’N” et (W,M’N’ ): a « Transformation f »

Est toujours vrai pour tous les points
Conclusion
La transformation est —elle une rotation ?

Cette transformation est une rotation d’angle a, et le centre O n’est point d’intersection de la
médiatrice de [MM’] avec I’arc capable d’ou I’on voit Ce segment sous 1’angle a

En effet :

On considere un point M point fixe et M’I’image de M par f (M’= f(M))

On désigne par N’P’image de N par f. et N>’ I’'image de N par R (O ; a), On va démontrer que
N’=N"".

Puisque O un point de la médiatrice de [MM’] on peut écrire OM =OM’

Puisque O un point de I’arc capable d’ou I’on voit Ce segment sous 1’angle a, on peut écrire

(W,W) = a alors M’=R(M) -

R(M) = M’ MN = M'N”
Donc {R(N) > (W,M’N") _ , N comparant

Avec la définition De la transformation f
On démontrer que M’N' = M’N" et M'N' = M'N" ,
(M'N’,M’N") = (M'N’,W) + (W M’N") =0

Alors N’ =N’
D’apres ¢a N’est un homologue de N par cette rotation
R(O; a)

La rotation est une isométrie.
Preuve
R(M)=M’et R(N)=N’alors MN = M’N’

La rotation conserve
1) Les milieux
2) L’alignement
3) Le parallélisme
4) Les mesures des angles algébriques et les mesures des angles orientés
5) Les aires et les barycentres
6) L’équipollence
7) Latangence

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat
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4.4. Exercice :

|Application 2

Soit ABCD est un carré, M un point de [AB] et N un point de [BC] Tel
que AM= CN.
Montrer qu’il existe une rotation r qui transforme M en N.

Dont on déterminera le centre et I’angle.

Eléments de réponses : r (B,— = )
2

4.5. Expression complexe d’une rotation R (O ; a)

OM = OM'’
M(z), M’ (2’) etO (z0) &t R(M) = M' < {(W O—M;) —a

OM:OM’@—OM:]_@: z2-20 _ 4
oMmr zr—z0r
—20 \ _ (w2 At . 20 .
Arg (C—>) = (OM, OM’) =a + 2km par suite —— =[1; 0] =e*

L . b :
Donc on peut écrire: 2" =az+b avec zo= Ta et a=[1; a]=e"

Deuxiéme forme : 2'-20=€'%(z — 20)

. b . .
Remarque :siz'=az+b alors Zo= Ta est I’affixe du point double Par suite zoest 1’affixe

du centre.

4.5. Exercices d’application :

| Application 3 |

Soit Application 3 f: M —-M’=f(M) tel que : z' = (% — \/;) z

Quelle est la nature du cette transformation ? puis déterminer le centre et I’angle.

|Application 4 |

1) Déterminer 1’expression complexe de r = rot (A, %) avec A (0,1)

2) Déduire I’expression analytique.

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat
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4.6. Construction du centre de rotation

Premier cas : si connaissant 1’angle o et un point fixe A et son image
Me¢éthode : alors le centre O est I’intersection de la médiatrice de [AA’]. Avec I’arc capable d’ou
I’on voit [AA’] sous I’angle o

Deuxiéme cas :
Si connaissant deux couples (A ; A’) et (B ; B’) avec R(A)=A’ et R(B) =B’

Il'yadeuxcas: a)(AA’)n’est pas paralléles a (BB)

b) (AA’) // (BB’)

a) Si (AA’) n’est pas paralléles a (BB’)

((AB) ; (A’B’)) = a. Soit I est I’intersection de (AB) avec (A’B’) Donc AIA’ = BIB’ = o (Opp0sés
par le sommet)
On trace deux cercles passant par AIA’ et BIB’, Mais le centre O se trouve
Sur I’arc capable d’ou I’on voit [AA’] sous I’angle a et sur I’arc capable D’ou I’on voit [BB’] sous
I’angle a, alors le centre O est ’intersection

De deux cercles

0
Le centre de rotation

b) si (AA*) // (BB’) : alors I=0 est le centre

4.7. Produit de deux rotations

R:(O1; om et Ry (025 a2). ReMM)=M1; Ro(My=M ;RiN)=N;  Rp(N:)=NMN=M:1Ns
et (W,M1N1)=a1
M:Ni=M N et (M;N;,M'N' ) = a,
Par comparaison MN=M:N:=M'N"
Centre des métiers de I'éducation et de la formation

Casablanca-Settat
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Et (WW) — (MN,MN; ) + (M1N1 W) =a, +a,
. MN = M'N'
Alors . {(WW) = a, +a,
Premier cas : si o +o, =0 alors Rz Ry est une translation
Il'y a deux cas a) O;= O, alors Rz~ R; est une translation identique
b) O,# O alors est une translation de vecteur O,0" avec O' =R, (0:)
Attention : R2R1# R1-Rz n’est pas commutative

Deuxiéme cas : si a;+az #0
Alors : Ry<R; est une rotation d’angle o, +a, il y a deux cas
a) 0:=0;
b) O1# O
a) si 0:= 0, alors R;°R1 (01)=R; (Ri(01))=R.(0:)=R,(0,)=0,= 0,
Donc O est un point double par RzR; alors O, est Le centre de rotation
Attention : si O,= O; alors R;-R: = R:-R, donc commutative

b) si O1# O ; Alors R:-R;est une rotation d’angle o, +0, Et de centre w
Puisque w est le centre de rotation R,-R; alors il est un point double

Donc R:°R: (w)=w, on pose R: (w)=w" par suite R, (w')=w
{Rl(w) —w' { ow' = O;wet O,w = 0,w'

R,(W)=w = WJW) =qa, et (W,W) =a,

Alors (00 ) est la médiatrice du [ww'] Construction :
Centre de R, °R;

2°M méthode complexe
Ri(O1; 01) etRe(0:; 02)
R1 pour écriture complexe z'= ez + b, et R, pour écriture complexe z'= €%z + b,.

Alors Rze Ry pour écriture complexe z' = e 0:z+ei%2p, + b,
Donc R2° R1a une écriture complexe de la forme z’ = az +b avec | a | = 1 ¢’est donc rotation

ou une translation (Selon la valeur de 61 +62 =0 ou 61 +62 # 0).
4.8. Produit translation avec rotation : R°Tavec R=R(O;a)et T =Ty

Ty (M)=M: etR(M.)=M" o k\

Ty (N)=Niet R(N:)=N' O @ D @\ 0,

Alors: M{N, = MN , M1Ni=M'N et (M1N1 ,M’N’) =a

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat
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Par suite MN = M' N' et (WW’) =q
Donc R ° T est une rotation d’angle a et de centre w a déterminer
Puisque w est le centre de rotation R°T alors il est un point double Alors R°T(w)=w On
pose Ty (w)=w' . On peut donc écrire :
ww’ =V
ow' =0w et (Ow,0w')=a car:R°T(w)=w & R(W)=w

Construction de w ?

1ére %4

étape : tracer x’ox L v, puis une droite y’oy fait avec x’ox un angle >

. ] 15
2°M¢ étape : tracer z’z homologue de x’ox par translation du vecteur — SV

Alors w=y’oy N z’z.

2°Me méthode complexe

R pour écriture complexe z' =e z+ b, T pour écriture complexe z' = +z b,.
Donc R ° T a pour écriture complexe z' = e z°+ +b; e b,

Alors R °T est une rotation d’angle 6.

Remarque
R °T # T°R donc le produit la rotation avec la translation n’est pas commutative

5.1. Symétrie centrale
5.1.1. Définition

Soit w un point fixe, M est un point variable, on appelle symétrie de centre w la
transformation f qui transforme M —M" tel que w est le milieu de [MM’],

Onnote:f=S,
5.1.2. Propriétés :
|Propriétés 1 |
1) Siw €(D) alors S (D) = (D)
2) Siw ¢(D)alors S (D)= (D")// (D)

3) L’image d’un cercle de centre I et de rayon R par S, est un cercle de centre
I’ =S () et de rayon R’ =R.

5.1.3. Expression complexe de symétrie centrale de centre w

z'+z

w est le centre alors w est le milieu de [MM'] donc : z.= S 1'=-7421

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat
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Les Transformations ponctuelles

' b
Alorssous laforme z'=az+baveca=-1 et zy = 5

Cas particulier : si w = O l'expression complexe est Z’=-Z

|Application |
On donne w (1,1)
Déterminer I'expression complexe de symétrie centrale de centre w.

5.2. Réflexion ou symétrie axiale S (4)

(A) Est une droite, on appelle réflexion d’axe (A)
L’application qui a tout point M du plan associe le point M’symétrique de M par rapport a

(4)

Remarque (A)
Réflexion d’axe (A) s’appelle symétrie axiale ou M—y m - M

Symétrie orthogonale d’axe (A)

1) Toute réflexion est une isométrie

2) Si M e (A) alors M=M’donc M est un point double

3) Si(d) L (A)alors Sy (d)=(d)
4) SiSw (A)=(A"), Su) (B)= (B er i est un vecteur directeur de (A)

5) Une réflexion change le signe des mesures angles orientes

(AB, A'B")= (A'B’, AB) [2n] (Preuve propriété 4)
6) a) si(d)// (A)alors S (d)=(d') est paralléle a (d)

b) si (d) coupe (A) alors (d) coupe (d”)
7) S)(cercle) = cercle de méme rayon

8) S Su=1id

9) S =Sy donc S ) bijective et involutive
10) S (v ° S (ay est une translation si (A) I (A)

11) S (1) ° S(a) est une rotation si (A) coupe (A)
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Les Transformations ponctuelles

Preuve 10) on prend un point O de (A) et O’ un point de (A’) Tel que (O0’) L (A) Mais
MM =2IM" et M'M" =2M'T" . Donc MM" = 211" =200’ . Par suite :
S ° Sw) =T y50;

Preuve 11)
(01,01 ) =a ; alors Sw)- S(a = R(0;20)

Remarque 1 : la composition des réflexions n’est pas commutative
Car Sw) Sy = R(0;—2a) ot (01,01 ) =a

Remarque 2 : réciproquement, on peut démontrer que toute rotation R ou

toute translation T , peut s’écrire d’une infinité de fagons comme la composée de deux reflexions
Sd et Sy’

R = Sq°Sq¢ avec d et d’ sécantes en O.

T = Sa-S¢ avec d et d ‘paralleles ,ayant le vecteur de T pour vecteur normal

5.2.3. Expression complexe de symétrie axiale par rapport (xx’)

!

Sy M)=M’ & { x_= x , alors z'=z7
y=-y

5.2.4. Expression complexe de symétrie axiale par rapport (yy’)

, x=—x' i -
Syy' ) M)=M’ & { Y=y alors z'=-z7
5.2.5. Exercice d’application :
Soitf: M —M "tel que z' = -3z +3 - 2i quelle est la nature de f ?

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
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Les Transformations ponctuelles

Eléments de réponses

725 Zy 4 z' 0ug(z)=z1=2 eth(zy) =2’=-3z+3 -2i

Alors g est une symétrie par rapport de (x’x) (réflexion d’axe (x’x)), et h

est une homothétie de centre w(%; - % ) et de rapport -3, h (w,-3)

Donc f=h ° g = produit d’une symétrie par rapport (x’x) et d’'une homothétie

6.1. Définitions et propriétés :

Définition |

H(0,k) Homothétie de centre O et de rapport k
H(M )=M' o 0M’ = kOM
si k est un nombre positif alors I’homothétie est dite positive

st k est un nombre négatif alors ’homothétie est dite négative
si k =1 alors I’homothétie est une transformation identique

Attention si k # 1 alors le centre est le seul point double

IRemarque |
Les trois points O , M et M’ sont alignés

|Propriétés |
1. sik=-1 transformation est une symétrie par rapport a I’origine
i 4A- L
2. H(Ok)e H Y(0;2)
si k #t1 alors H est non involutive
3. Une transformation est une homothétie < M'N’ = kMN et ( k#0 et 1)

IRégles |
1) si AB =ACD alors A' B' =AC' D'
2) les homothétie conservent : le milieux, I’alignement, le parallélisme
3. (A'B’, A CY)=(kABkAC)=(kABkAC) (Lamesure des angles orientés et le Barycentre)
4. Si D est une droite passant par le centre de I’homothétie ; Alors : D est globalement invariante,
Cad H(D) =D

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
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Les Transformations ponctuelles

|Application 1 |
ABC est un triangle tel que le point A est fixe, les points B et C

Sont variables M est le milieu de [BC], G est le centre de gravite Du triangle ABC. Trouver le lieu
géomeétrique de G si M décrit Un cercle fixe (C) de centre O Et de rayon 2 cm.

|Propriétés 4

1) homothétie d’une droite est une droite (paralléle ou confondue)
2) homothétie d’un segment est un segment

3) homothétie transforme deux droites paralleles ou perpendiculaires en deux droites
paralleles ou perpendiculaires

4) homothétie d’un cercle C (A; R) est un cercle C’ (A’; R’); Tel que H (A) = A’ et
R’ =k R
6.2. Expression complexe d’'une homothétie
H(O, k) une homothétie et H(M )=M' & OM'=kOM & 7' =az+b

Ou z2-20=k(z—20) .Avec a=k et z= :—a ou Zpest I’affixe du centre O

|Application 2 |

Soith: M —M' tel que z’ =2z +1 —i

Déterminer la nature de h et les éléments caracteéristiques
|Application 3 |

1) Ecrire I’expression complexe de h = hom(w(0;1),k :% )
2) soit A d’affixe 2+ 1, déterminer 1’affixe de point B I’image De A par h.

|Propriété 5 |

[AB] et [CD] étant deux segments tels que CD = k AB
Alors il existe une homothétie et une seule qui trans

B

AenCetBenD D

Preuve : CD =k AB alors (AB)/I (CD) . f

Soit O I’intersection de (AC) avec (BD), o C x
Centre des métiers de I'éducation et de la formation
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Les Transformations ponctuelles

D’apres théoréme de Thales
. oc 0D CD
Onpeutécrire: —=—=—=%k
OA OB AB
0C =kOA et OD =kOB H(O,k) sera unique homothétie
Qui transformant Aen C et Ben D

|Propriété 6 |
C(c;R)et C’(c’;R”) sont deux cercles
si R# R’ alors il existe deux homothéties qui transforment (C) en (C’) ;
H(OZ) et (0"~ )

0=

R
Centre de H de rappont =

Preuve : s’il existe une homothétie qui transformant (C) en (C’)

Elle doit transformer le centre ¢ en ¢’ et un point quelconque

MenM’ou(en M)

Alors M'C'= kM¢ par suite |k|= %z% = k=+ %

Mais le centre de I’homothétie se trouve sur (cc’) et sur (MM’) ou sur (MM””)
Alors 1l est I’intersection

Remarque :
R/ —— R — — R — . 00 _R
H(O,— ) alors: 0C' == 0C donc OC’ =— OC par suite — =—
R R R 0C R
, . ocCr 0/Cr
Donc on peut ecrire . oC = BoC

C o
|Cas particuliers |

le centre O est I'intersection
(T) avec (cc’)

tangente commune exterieure

1)

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
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Les Transformations ponctuelles

(T') tangente commune interieure
alors 0' le centre de I'homothetie
e
si les cercles sont concentrique
alors O est le centre
|Propriété 7 |

Si les rayons de deux cercles sont égaux R = R’ alors il existe
Une seule homothétie qui transforme (C) en (C’)
k| =1 alors H(O’, - 1) ou O’ est le milieu de [cc’]

Remarque :

Dans ce cas ( k=-1) I’homothétie est une symétrie centrale Sik=1 I’homothétie est identique
c’est impossible car c# ¢’

6.3. Produit deux homothéties:H2etH 1
H1(0: ki) et H,(0s k)
Hi(M)=M1 et H2(M1) = M’
{Hl(N) = N1 et H2(N1)= N’
Premier cas : si kik,=1

< M'N' = kik MN

Ilyadeuxcas a) 0.=0;,
b) O:# O,
a) si kik:=1 & M'N’ = MN donc H ,°H 1 est une translation
H.°H 1(01) =H 2( H 1(01)) =H 2(01) =H 2(02) =0,=0,
Par suite O, est un point double alors cette translation est identique
b) siO; # O; est une translation du vecteur TOi ou O’=H,(0,)
|Attention : |
H ,°H 1# H: °H 2donc n’est pas commutative siO1# O-
Deuxiéme cas : si kik.# 1
Ilyadeuxcas a) 0.=0;
b) O:# O,
a) si kiko#1 et O.= 0O, donc H »-H 1 est une homothétie de rapport kik»
H,°H 1(01) =H 2( H 1(01)) =H 2(01) =H 2(02) =0,=0,
Par suite O, est un point double alors H , - H ; est une homothétie de rapport kik»

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
Casablanca-Settat

-20 -



Les Transformations ponctuelles

et centre O,
b) si kik.#1 et O1# O,
On pose w est le centre de H »H ; alors: H»H 1 (w)=w
W =k, W
Soit w'=H1(w) doncH.(w)=w &
0,w =k, 0,w'

1-k2 ——

On peut déduire que : O,w = —— 0,0,
1-kq1ky

Conclusion
H »H 1 est une homothétie de rapport kik; et de centre w définie par :

- 1—k2 -
0w = 0.0,

1—kqky

Attention : |

H »H 1# H 1-H > Donc n’est pas commutative

2t méthode complexe H1(O1,ki) et H, (O k)
Choisissons un repére orthonormal direct (01 ;€1 ,ez) d’origine O1 et tel que I’axe des réels

est porte par la droite (O 102).(voir la figure)

i

01

Notons b I’affixe de Oz, qui est donc un réel non nul . L’écriture complexe de Hi est alors z
=kiz, etcelle de Hoestz' =k, (z-b)+ b,

alors I’écriture complexe de H »H 1 est z' = k1 k2 z+ b ( 1- k2)

si kiko» =1, H »:H ; est la translation de vecteur u d'affixe b(1-k) .

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
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or b et k sont réels donc b(1-kz) est un réel non nul , il en résulte que u est colinéaire a e;
donc dirige la droite (O 10>).
si kiko£1 ; HzeH 1 est une homothétie de rapport kik et de centre le point invariant |

b(1-k3)
1-k1k2

d’affixe , or o est réel donc | est un point (O 107)

Attention :_pour trouver le centre I de H »H
On choisit un point M ,non situe sur (O 10) et on place M1 = Hi(M), puis M’=H2(My) . le
point I est I’intersection de (O 102) et (MM”)

IRemarque |

Le produit de deux homothéties n’est pas toujours
Une homothétie

w appartient & la droite (0,0, )
La droite(OzOz) est invariante par H,, H etpar H »H . car passe par le centre
De chaque transformation

8.1. Définitions :

Définition 1 (similitude directe) |

Soit f la transformationquia M — M’ =f(M) Tel que

WAE k.WM
{(W,WM')ze [21]

Cette transformation f est dite similitude directe de centre w et De rapport k .Et d’angle 0

etonnote S(W k)

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
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Définition 2 (similitude) |

A . . . Mr N/ MN
une similitude est une transformation qui conserve le rapport des distances PO = 70

IDéfinition 3 (similitude) |
une similitude est une transformation qui multiplie les distances

c¢’est-a-dire qu’il existe un réel k > 0 tel que pour tous points M etN d’images respectives M’ et N’ on
a:M'N' =kMN

IRéciproquement |

Si on a AB = 3AC et (TC,E) =% [2n] donc il existe une 8
similitude de centre A de rapport 3 d’angle % qui transforme C A < en B.
C

x

[Exemple 1
Soit S(A ; g ; — g ).Construire C I’image de B par S
Réponse :
S(B) = C donc par A menon une demi droite [Axe) tel que (4B, Ax) = —%  [2m]

sur [Ax) on place un point C tel que AC =3 AB alors : C est I’image de B par S

dire qu’une similitude est directe signifie qu’elle conserve les angles orientés ( translations , homothéties
, rotations , et leurs composées sont similitudes directes )

|Application 1 |
ABC est un triangle équilatéral et G le centre de gravite du
Triangle ABC et A’ est le milieu de [BC]
1) montrer qu il existe une similitude S qui transforme C en A’
2) montrer qu il existe une similitude S qui transforme C en G

S(A)=A’et S(B)=B’

1° étape: on pose | = (AB)N (A’B’)

2°M€ étape : tracer les deux cercles IAA’ et IBB’
Alors le centre O est I’intersection des deux cercles

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
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(75475 )=0

Alors I’angle A’IB = 6 donc L’angle B°OB=6
AIA’=7—0 ; donc mes AOA’=2n— 20

Par suite mes AIA’= 26

Alors AOA’= 0

L’ensemble des point M du plan tels que - % = k est un Cercle dont le Centre appartient a la droite
(AB)

|Application 2 |

Soit S une similitude de rapport 2 et d’angle g
Qui transforme A en B, S(A) = B. Construire le centre W de similitude

Repense :
WA = 2WB
SA=B < 1(4B,4F) =2 [2n]

D’apres la remarque précédente W appartient a un cercle dont Le centre sur (AB).
Alors W appartient a cercle (C’) de diametre [1J] tel que % =—2et ;—i =42

le centre /1

Une homothétie de rapport k est une similitude de rapport |k|
Les translations, les rotations et les symétries sont des similitude de rapport 1

|Propriétés 1 |

Soit S(W ,k,0)
1) S admet un seul point double qui est le centre W de S. ( S(W) =W)

Centre des métiers de I'éducation et de la formation
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2) 7= (S(W k0))*=S(w.,—6)
M'N" = kMN
3) siM’=S(M) et N’ =S(N) alors {(W m) — 9 [2m]

8.2. Expression complexe de S (W, k, 0) directe

7’ =az+bavec a=ke® et zozli_a
Preuve :
M(z) , M’(z’) et W( 2)

WM' = kWM =
{(W'W) =0 (21 7 | (3737, 7377 = © [ 2

=k
s #ro Z7%0 = kel®
A _ Z—Zy
arg(z_ZO) =0 [ 2m|

Attention

En général, la forme complexe de similitude est z2=az+b ouz' =az+hb
Mais la forme complexe de similitude directeest Z =az+b.

|Application 3 |

Soit f: M ->M’={(M) tel que z’ = ( 1+i)z + 2 -3i
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f

Eléments de réponses :
f est une similitude S(3+2i,v/2, E)

|Propriétés 2 |
1. Une similitude S qui a deux points invariants distincts A et B ; alors S est I’identité ou la
réflexion d’axe (AB) . (Selon la forme complexe de S) .
2. si S a trois points invariants A,B,C non alignés alors S est I’identité
3.si S a un seul point invariant, S peut étre une homothétie ou une rotation mais pas

nécessairement
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|Propriété 3 |

A, B, A’, B’ sont quatre points tells que A#B et A’# B’ Il existe une similitude directe S et une seule
telle que S(A)=A’etS(B)=B’ .

Preuve :
Notons za , Zg, Za’, et zp-, les affixes des points A, B,A’,B’,dans le plan complexe
Pour prouver I’existence et I'unicité d’une similitude directe S d’écriture complexe z’=az+b, revient a
prouver I’existence et 1’unicité de deux complexe a et b, avec a# 0 tels que : Za=
azatbet zg=azg+h
D’aprés la résolution du systéme, on obtientb =z x—az » et a =424 |

ZBI1—ZB

donc a et b existes et uniques

9.1. Définition :
Soit O un point fixe et k €IR, M un point variable ,on appelle inversion La transformation
note I, qui @ M — M' vérifiant :0 , M , M’sont alignes et OM xOM' = k
O est appelle pdle de I’inversion ou centre.
k est appelle le module de I’inversion ou puissance de I’inversion.
Onnote I( O, k)
9.2. Théorémes :

L’image de O par I n’existe pas

Preuve
Posons O’=1(0) donc1, O, O sont alignés et 00 x 00" =k
Alors OO'=% = 05 impossible

Points invariants par |
Soit M est un point invariant par I, alors OM xOM =k © OM ? =k
1) Si k < 0 pas de point double
2) Si k <0, ’ensemble des points doubles est le cercle de centre O, Et de rayon vk .

Dans une inversion I( O, k), deux points quelconques M et N Non alignés avec O, et (M)
=M’ , I(N) = N’ alors les quatre points M , M’ \N et N’ sont cocyclique.
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Preuve :

OM xOM' = ON xXON' =k, Alors MNM’N” est inscriptible
Dans un cercle (C) de centre w et de rayon R .tel que : Ow>*— R 2=k
(Puissance de O par rapport a (C) égale a k)

MI

Attention
M

Puissance de O par rapport a (C)
0 PO/(C) =OM.OM' =0ON.ON' = Ow?— R 2

1) I’image d’une droite passant par le pole d’inversion est globalement invariante.
2) I’inverse d’une droite ne passe pas le pdle est un cercle passant par le pble

Preuve :
Soit H le projeté orthogonal de O sur (D), et H’=1(H) .

M est un point sur (D) .d’aprés théoréeme 2 , les points M .M’ .H et H’ sont cocyclique. (
MM’HH’ est inscriptible) ; alors M’ décrit le cercle de diamétre [OH’]

Propriété 1 |
I(O,k) =1"}( O, k) donc I est Involutive

I’inverse d’un cercle passant par le Pole est une droite perpendiculaire au diamétre passant par le pole .
Preuve :

Puisque I’inversion est involutive (propriété 1)

Remarque : I’inverse du centre d’un cercle passant par le Pdle est le symétrique de ce pdle par rapport
a la droite inverse de ce cercle . 1(C)= C’ ou C’= sym deO/(D)

HI

/—\ ;

0 C " I_ Vr C
U OH=HC'

(D)
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9.3. Expression complexe de I( O, k)
Soit M d’affixe z ,et M’ d’affixe z’

Donc O, M, M’ sont alignes et OM xOM' =k

or O, M, M’ sont alignes alors OM' et OM sont colinéaires

Donc OM' =AOM < OM' =\OM < OM' x OM =AOM xOM
k k k

k i _ =S Vi ) —
Alors k:0_7 = o ©O0M =—50M & Z"-Zo=4(Z-Z0)
s k )
=z -ZO_(Z—ZO)(Z—ZO)(Z Zo)
k
7’-Zo=
(Z-20)
| Conclusion: |
Expression complexe de I( O, k) est : Z 'Zoz(z—zo)
- . . k
Cas particulier : si O =1’origine ; Alors : Z’ = 5
9.4. Expression analytique
kx
X=—F-
x?% + y?
ky
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