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Chapitre 1

Les principes

Ce cours utilise des calculs éléments finis sous le logiciel RDM6 Gratuit a télecharger depuis :
http://iut.univ-lemans.fr/ydlogi/index.html

La Méthode des Eléments Finis consiste a :
= découper la structure en des subdivisions de formes simples
= et achoisir une approximation du déplacement sur chaque subdivision.

C’est une méthode de Ritz ’par morceaux’ qui s’adapte aux géométries les plus complexes.

Elément quadrangle Elément triangle

Figure 1 —Découpage d'une structure (2D )en des subdivisions de formes simples

1.1 Définitions

Elément triangle

noeud

Figure 2 — Eléments finis et nceuds d'une structure.

= Les subdivisions sont appelées : Eléments finis,

= et les connexions entre ¢léments sont appelées : Neeuds.

M. El Allami 3 Mécanique des structures



1.2 Famille d’éléments

Il existe 3 grandes familles d’éléments. Les éléments uni-dimensionnels, bi-dimensionnels, tri-
dimensionnels.

= | es éléments uni-dimensionnels En 1D : barre ou poutre

Le modeéle uni-dimensionnel s’appuie sur les hypotheéses restrictives de la RDM.
(\Voir chapitre 2)

= | es éléments bi-dimensionnels En 2D et tri-dimensionnels En 3D : membranes, plagues et
cogues

Le modele bi-dimensionnels ou tri-dimensionnels utilise, selon les cas, les théories des
membranes, des plaques et des coques ou exploite les relations de 1’¢lasticité.

(\Voir chapitre 3)

1.3 Exemples

JICIRY)D)

M(x,y)----j‘;? k(xk, yk)
Elément triangle

nosud i(.?Ci, yi)
Figure 3 — Elément triangles a 3 nceuds

= (ui,vi,wi) sont les composantes des déplacements pour le nceud i.

= Si I’élément introduit 3 neeuds (i, j, k) alors le nombre d’inconnus en 2D est 6. On range ces
inconnus dans une colonne appelée vecteur des déplacements nodaux de 1’¢lément e.

— ul’ -
vi
W
vj
uk

Lk

» Si le maillage introduit n nceuds alors le nombre d’inconnus est 2n (en 2D) ou 3n(en 3D). On

range ces inconnus dans une colonne appelée vecteur des déplacements globaux de la
structure.

(Ue) =

_ul_
vl
u?2

(U) = |v2

un
Lon A
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1.4 Approximation des déplacements

Le déplacement d'un point M autre que les nceuds :

i
vi
u] _ N11N1pN33 ---len] uj
v N31NpaNyz .. Ny ol | vj
uk
Lk

(M) = = [N (M)(Ue) 1.1

U*(M) est I’approximation des déplacements réels U (M)
[No(M)] : est la matrice d’interpolation élémentaire.
Nij (M) : sont les fonctions d’interpolation élémentaires.

(U,) : regroupe les composantes des déplacements des nceuds de 1’élément (e).

1.5 Déformations

_ul'_
€11 du/ox By1B15By3 ... By o Z]l
EM)=|¢2|= dv/dy = [B21B22B13 .. B22n i = [Be(M){Ue) 1.2
2€1, ou/dy + dv/ox B31B33B33 ... B3 op u{c
Lk
1.6 Contraintes
Lois de comportement :
011 cll c12 c13 €11
5'(M) = [0'22] = [CZ]. c22 c23 ][822] = [C][Be(M)](Ue) 1.3
012 c31 32 ¢33 [12&;

1.7 Equation du systéme

L'équation du systeme est obtenue en utilisant 1’énergie de déformation ou la formulation
intégrale du principe des travaux virtuels. Ces deux meéthodes utilisent toutes les deux un calcul
en fonction des déplacements nodaux.

Si le comportement est linéaire, on obtient un systéme linéaire du type (voir démonstration aux
paragraphes Chapitre 2 et Chapitre 3) :

[MI(U) + [KI(U) = (F) 14
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Avec :

[M] : Matrice de masse globale,

[K] : Matrice de raideur globale,

(U) : Vecteur des déplacements nodaux.
(F) : Vecteur de forces nodales.

Ou encore si le probleme est statique, le systéme s’écrit :
[KKU) = (F) 15

La solution d’un probléme de structure mécanique (U) s’obtient-en résolvant le systéme linéaire.

M. El Allami 6 Mécanique des structures



Chapitre 2

Probleme de statique 1D

2.1 Equation du systéme

2.1.1 Energie de déformation

Soit un corps élastique soumis a n forces Pi aux points Ai leur imposant des déplacements Ui

Figure 4 —Corps élastique soumis a n forces Pi aux points Al

Le travail total fournit ou I’énergie €lastique

1 n 1
W= =2 PU= (P (U)
correspondante (1F de Clapeyron) 2 Laj= 2

Le déplacement d’un point Ai s’écrit :

n
a;; sont les coefficients d’influence ou de i = zj_l a;jP; = [al(P)
souplesse, et [a] matrice de souplesse

2F de Clapeyron : W= %(P)T[a](m

Introduisons la matrice de raideur [K]

(P) = [KIU)

[K] est carrée et symétrique et : [K] = [a]™?!
. , . 1 1
Enfin I’expression de 1’énergie : W = E(U)T(K)T[a] [k(U) = E(U)T[K](U)

L'énergie de déformation de la structure est la somme des énergies de deformations elémentaires :
M. El Allami v Mécanique des structures



1 n
W = E<U)T[K]<U) = Zelee 2.1

(U) est le vecteur deplacement global (ensemble des déplacements nodaux) et [K] est la matrice
de rigidité globale. La construction de [K] a partir des matrices de rigidité élémentaires s'appelle
assemblage. Pour réaliser cette opération, on exprime les énergies élémentaires en fonction des

variables globales :
1 1 no
W= SOTKI) = ) ZUSTIRIUS) = ) S (U)TIKU)

= 5o (3 Ka)w)

n

D’ou I'expression de la matrice de rigidité globale :

K= (K] 2

Dans la matrice [K.] obtenue par expansion de [K.], les seuls termes non nuls sont les
termes associés aux degrés de liberté de 1'élément (e).

2.1.2 Travail des forces extérieures

De méme, le travail des forces extérieures s’écrit :

1 n no1 no1
Woa = (UMF) = ) Wee =) SUT(F) = ) (0T

e=1 2 e=1 2
1 n
=St (> #9)
2 e=1
D’ou I'expression du vecteur force global :
n
B =) (F) 2.3
e=1
2.1.3 Equation du systeme
L’égalité W = W, permet d’écrire enfin I'’équation du systeme :
[k)(U) = (F) 2.4

C'est I'équation du systéme linéaire cherchée (équation 1.4 ou 1.5)
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2.2 Types d’éléments 1D

2.2.1 Elément Barre en traction- compression

>

L X
Figure 5 —Elément barre en traction- compression
E:module d'Young (N/m?) — S:section (m?) — L:longueur(m)

Bilan :

= 2 nceuds
= 2ddl: 1 ddl par nceud (ui,uj)
= 1 élément

Les déplacements nodaux de 1’élément barre : (U,) = (Z;)

Soit I'approximation nodale : U*(x) = ay + a;x = (1, x) (2(1))

Pour construire I'approximation nodale, nous devons identifier aux nceuds la valeur de
I'approximation et les déplacements nodaux :

o= ()= [ () - woneo

. _mno _ (a0
Avec : [P,(M) = [ . L] et (A) = (a 1)
Encore, on peut écrire :
(4) = [R.(M)]"(Ue)
D’ou l'expression du déplacement :

U*(x) = (1,xXA) = (1, x)[P.(M)]"(U,) = [Ne (M) [{U,)
Avec :

[Ne(M)] = (1, )[P.(M)] !
Enfin I'expression du déplacement :

U@ =1 -39 (i) 25

Le calcul de I’énergie de déformation permet d’avoir :
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2.6

= Transformation des matrices : Lorsque I’orientation d'un élément est différente de celle
définie dans le repére de référence.

v 1
U;
u=|"
Uj
Vi
Repere global R,
Figure 6 —Elément barre d'orientation quelcongue.
ui
vi EStra -A cos?  cosBsinf
() Uj Ko Ll-4 A cosfsinf  sin%@
vj

2.2.2 Elément Poutre en flexion

Matrice de rigidité élémentaire (poutre type Bernoulli : pas de cisaillement transverse)

oy Vi 1Y
e N

L X

Figure 7 —Elément de poutre en flexion.

E:module d'Young (N/m?) — I:inertie de flexion (m*) — L:longueur(m)

Bilan :
* 2 nceuds
= 4ddl: 2 ddl/nceud (vi, 6, vj, 6))
= 1 élément
vi
Les déplacements nodaux de 1’élément poutre : (U) = g]l
0j

Soit I'approximation nodale :

M. El Allami 10 Mécanique des structures



v(x)\ _ (v*(x) = ag+ a;x + ax® + azx3
0" (x) 0" (x) = a; + 2a,x + 3a3x?
Ou encore sous forme matricielle :

a0
<v*(x)> _ < 1, x, x2, x3 ) al
0% (x) 0, 1, 2x, 3x*/\ a2
a3
Les conditions aux limites permettent d’écrire :
vi 10 0 0] /a0
_(6i) _[01 00 al | _
W=\ vj | =11 [ 12 12 || g2 | = FMD] (A4)
0j 0 1 2L 3L2%] \a3
Avec :
(4) = [P.(M)]~(U,)
D’ou
v*(x) 1, x, x2, x3 ) 1
. = P,(M U
<9 (x)> <O, 1’ Zx, 3x2 [ e( )] ( e)
Et:
2 x3
N, =1-3 Iz + ZL—3
x x? x3
vi —JlZ_oZ 4+
. 9i N <L 2L2+L3>
x% x3

Le calcul de I’énergie de déformation permet d’avoir :

12 6L —12 6L
_Ell 6L 41?2 —6L 212

T I3|-12-6L 12 —6L 2.8
6L 212 —6L 412
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= Elément Poutre en flexion avec déplacement axial de traction

ES
— 0
L
0 12E1
L3
6E1
a2
ES
- 0
L
12E1
0 —
L3
0o
L2

E
o _ES
L
6E1
- 0
LZ
4FE]
S 0
L
o B
L
6E1
-z
2E1
L

12E1
-3

6LE1

LZ

12E1
L3

6El
e

Repére global R,

Xy

2.9

Figure 9 —Elément de poutre en flexion avec déplacement axial de traction et orientation

M. El Allami
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: —lcz+£.sj : (—lfg).cs X fs
| Lo L |
: : 121 : _of
SYMETRIQUE a2 T
N var
Si pas de traction :
— - 5 . 1 - 5 " —_
125 —12s.c —6LS: —12s 12s¢c —6L.s
. 2 [ . 2
—12s¢c 12c¢ 6Lc + 12s¢c —12c¢ 6L.c
1
i
I ET| —6L.s 6L.c 47 | OL.s —o0lL.c 2L
A\ =——F - e sacccrscccccccnaa 2.11
L —12s 12s.c O6L.s

12s¢  —12¢* —6lc

| —6Ls 6Lc 2L

|
—
()
=]
0
e
b
0
I
|
o)
=~
0

2.3 Résolution d'un probléme 1D

Partition des degrés de liberté

Méthode directe ou résolution par blocs (ou de partition), nécessite de modifier (réarranger) les
termes des matrices (élimination de ligne - colonne). Elle est utilisée dans le cas ou les ddl sont

limites.

[[k11][k12]] {Ui} _ {Fc}

[k21][k22 11 WUe F; 2.12
U; : sont les déplacements libres (inconnus)
U, : sont les déplacements imposés (connus)

F. : Forces correspondant aux deplacements libres (connues)

F;: Forces correspondantes aux déplacements imposés (inconnues) réactions d’appuis
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Ce qui donne :

{U} = [k 7 ({FS — [ke2IEUD

2.13
{Fi} = k21 }{U} + [k }{U}
Cas particulier fréquent
Si{U.} = {0}
{U} = ka1 7H{ES
{F} = [ka1](U3} 214
Seules les termes [k,,] et [k, ] de la matrices de raideur globale sont a calculer.
2.4 Exemples
2.4.1 Elément barre : Treillis plan
Soit le treillis plan modélisé par des éléments "barre".
P o]
R ¢ ! barre 3 A 4
0 O—_—_— .-
Neeud 2t Neeud 3 Noeuds | X Y
1 0 0
barre 2 L 2 0 L/ V3
3 3 L L/\/3
4 L 0
Neeud 1 barrel L Neceud 4\) X

Tous les nceuds sont des articulations. (E, S) : identiques pour toutes les barres.
= Etablir les matrices de rigidité de chaque barre,

CAS 1 : Treillis de 3 barres (sans la barre 4)
= Etablir la matrice de rigidité utile pour le calcul des déplacements inconnus.
= Calculer le déterminant de cette matrice puis conclure.

CAS 2 : Treillis de 4 barres

= Calculer les déplacements.

= Calculer et représenter les réactions aux encastrements.

= Calculer et représenter la déformée de la structure complete.
= Calculer les contraintes dans chaque élément.

M. El Allami 14 Mécanique des structures



2.4.2 Elément poutre

Analyser les structures suivantes puis calculer les déplacements et des réactions aux liaisons.

= Structure de 1 élément de type "poutre en flexion™

L

E,I

= Structure de 2 éléments de type "poutre en flexion"

M. El Allami

L

L

E,I

15

Mécanique des structures



Chapitre 3

Probléme plan 2D

3.1 Equation du systéme

Le principe des travaux virtuels (PTV) pour un probléme de déformation de structures continue D
s’écrit quel que soit le champ de déplacement virtuel 1*, sous forme de 1"équation :

fp?ﬁ*dv=jﬁﬁ*dv+ fﬁa*ds—fa:g*dv 3.1
D D oD D

Les déplacements réels et virtuels ont la méme forme (équation 1.1) :

U(M) = [No(M)](ue) et (M) = [N,(M)]{u*)

Le premier terme de I'équation du PTV :

] p(iie)" [Ne(MD]T [Ne(M)Ku")dv = (ile)" < J pIN.(M]" [Ne(M)]dv> (u’)

D D
= (i) [M](u")
Le deuxiéme et troisieme terme de I"équation du PTV :

|Faavs [ F s ( [t oo ao+ [ 1577 [Ne<M>]ds> )
D aD

D aD
= [F.]"(u")
Le quatrieme terme de I'équation du PTV :

| 7z o = [ [1C1B.000 |7 1B (M)l = (0" ( | Beowyrer [Be(Mndv) )
D D D

= (Ue)" [Ke](u")
En remplacant les quatre termes de (3.1), le principe des travaux virtuels s'écrira donc quel que
soit le champ de déplacement virtuelle %*:
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(i) [MI(u") = [F17(u") — (Ue)T[K](u")
Ou encore :
(ue)T[Me] = [Fe]T - (Ue)T[Ke]
Par construction [M,] et [K,] sont symétriques. Finalement on peut écrire :

[Me](ue> + [Ke](Ue> = [Fe] 3.2

C'est I'équation du systeme linéaire cherché pour I'élément e (équation 1.4 ou 1.5). Avec :

M,] = J. p[N,(M)]T [N,(M)]dv Matrice masse de 1’élément ¢ 3.3
D
K.] = f [B,(M)]T[C] [B,(M)]dv Matrice raideur de I’élémente 3.4
D

[F,]T = ] [£,17 [N.(M)] dv + j [f:]7 [N, (M)]ds Vecteur force de I’élément e 3.5

oD

Ce calcul permet apres identification de trouver la matrice de masse [M,] et de raideur [K,] de
I’¢lément e.

Les matrices globales de masse [M] et de raideur [K] de la structure s’obtiennent par assemblage
des matrices de masse [M,] et de raideur [K,] de tous les éléments e.

3.2 Différents types d’éléments en 2D

> A

Figure 10 —Elément Triangle a 3 et 6 nceuds.

Elément Triangle

Triangles de degré 1 : triangles a 3 nceuds, fonctions linéaires

~ _ [ulx,y) = a0 + alx + a2y
u(M) = v(x,y) = b0 + blx + b2y

Triangles de degré 2 : triangles a 6 nceuds, polyndémes de degré 2

M. El Allami 17 Mécanique des structures



(M)

Elément Quadrilatére ou quadrangle

0]

_ [u(x,y) = a0 + alx + a2y + a3xy + a4x® + a5y?
~ lv(x,y) = b0 + blx + b2y + b3xy + b4x? + b5y?

Figure 11 —Elément Quadrilatere ou carré a 4, 8 et 9 nceuds.

Quadrilatéres de degré 1 : carrés a quatre nceuds, fonctions linéaires)

am) = |

W(M)

3.3 Elément Triangle

val (v

M(x, y)j‘>o k(xk, yk)

I[(xi, yi)

u(x,y) = a0 + alx + a2y + a3xy
v(x,y) = b0+ blx + b2y + b3xy

Quadrilatéres de degré 2 : carrés a 8 ou 9 nceuds, polynomes de degré 2

.‘;x

_ [uCx,y) = a0 + alx + a2y + a3xy + a4x® + a5y* + a6x’y + a7xy” + a8x*y?
~ lv(x,y) = b0 + b1lx + b2y + b3xy + b4x? + b5y? + b6x%y + b7xy? + b8x*y?

Figure 12 —Utilisation des éléments Triangle a 3 nceuds.

3.3.1 Approximation des déplacements

Pour I'élément Triangle a 3 nceuds, le déplacement d'un point M s'écrit :

A(M) = [

Ou encore sous forme matricielle :

ooy [ulxy)
M) = [V(x, y)

M. El Allami
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ulx,y) =ay+a;x + a,y
v(x,y) = by + byx + b,y

|
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3.3.2 Matrice d’interpolation élémentaire

Les conditions aux limites permettent d’écrire aux points i, j etk :
ruil [1 % ¥ 0 0 07pae
vi 000 1xyl||la
1 1x;y;, 00 0]|a
_ W= J 7] 2| _
Weh =i 1=10 0 0 1 x , ||be|= ODKA
uk 1x,v,0 00 by
k! 1o 0 0 1 x, y, ALz

Avec :
(4) = [P.(M)](Ue)
R _Ju(x,y)] _[1xy 000 1 _
000 = |27 =10 070 1 x o] [BODITHUD = INGDKU,)
Avec :
1x;9,00 07 ra; 0 a; 0 ap 07
1x]y1000 _1 CiOCjOCko
1xkyk000 OblObJObk
OOlekyk— _OCiOCjOCk_
Avec :
1 5 w .
A=|1 x;  ¥j| =2xSijk =2=xairedu triagle(i,j, k) = ||y A k||
1 xx
Et:
ai = Xy — xXiYj
bi =y; — vk
cl =X — Xj

Les autres termes (indice j et k) sont obtenus par permutation circulaire des indices (i,j,k).
Et:

a; 0 a; 0 a, 07
b; 0 b; 0 by 0

_[1xy000 . _171xy0 0 0]fc 0 ¢ 0c O
WJWL—OOleyh&WH _EO()leAOaiO@Oak
0b; 0 bj 0 b
[0¢; 0 ¢ 0 ¢
__1 N1 0O N2 0 N3 O
Sijklo N1 0 N2 0 N3
Avec :
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N1 =a; +bjx + c;y
N2 = a; + bjx + ¢;y
N3 =ai + byx + ¢,y

Finalement :
Lo [wxy»]_ 1 N1 O N2 0 N3 0
u(M)_[v(x,y) _Sijk[ 0o N1 0 N2 o n3)iUe 36
3.3.3 Déformations
_ui_
€11 du/ox bi 0 bj 0 bk O0]|"
g(M)=[322]=[ ov/dy ]: 0 ci 0 ¢ 0 ck :j‘f, = [B,(M){U,) 3.7
€12 ou/dy + dv/ox ci bi ¢j bj ck bk u{c
Lk

3.3.4 Matrice raideur [Ke]
D'aprés I'équation (3.4) :

[K,] = f (B, (W] [CI” [B,(M)]dv = [B,(M)]”[C][B,(M)] f dv
D D

dv = e S;ji et e : épaisseur de la plaque
D’ou:
[Ke] = [B.(M)]"[C]"[B.(M)]. e. Sijk
Ou encore :
rbi 0 ci
0 ci bi . .
bi 0 1111 €11 C11 bi 0 b] 0 bk 0
K=" 2 Yllcar car canl|0 ci 0 ¢ 0 ck|eSijk 3.8
0 ¢ bj C11 €11 Cul|ci bi ¢j bj ck bk
bk 0 ck
L0 ck bk

[K,] est une matrice (6,6)=(6,3)*(3,3)*(3,6)

3.3.5 Reésolution

On utilise la méthode directe ou résolution par blocs (ou de partition) vue au chap2 dans le cas ou
les ddI sont limités.

Au cas de plusieurs ddl, on utilise des méthodes numériques de résolution. Ces méthodes sont
vues en analyse Numeérique. Pour les problemes de statique on trouvera dans les codes EF deux
types de méthodes :

= Les méthodes directes : Elimination de Gauss, décomposition LDU, ou Cholesky ...
= Les méthodes itératives de type Gauss-Seidel.
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3.4 Exemple

3.4.1 Analyse d'une structure de type ""poutre 2D en flexion"

. L
- F=10.000 N, Longueur L=1 m
§ | P E=210.000 MPa Hauteur h=0,2m
% v=0,3 Epaisseur e= 1m
E,I

Calculer les déplacements et des réactions aux liaisons en utilisant :
* Un maillage triangulaire de 3 et 6 nceuds.

= Un maillage rectangulaire de4 et 8 nceuds,

Comparer les résultats aux valeurs théoriques puis conclure.
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