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/ 1. But

Construire dans les meilleurs conditions

Contraintes
Et

Actions de
forces
extérieures

/

Etablir les relations qui existent entre :
Contraintes, déformations et forces extérieures

en tenant compte des :
dimensions et propriétés des matériaux,

Déformations ???
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/" 1.But

® Calcul de résistance
e Calcul de rigidité
® Calcul de vérification

® Choix du materiaux
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/ 1. But Calcul de résistance \

il faut determiner les dimensions d’une piéce pour :
° qu’elle résiste aux diverses forces externes

® et que les contraintes internes (en tout point) ne

dépassent pas certaines limites.
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/" 1.But Calcul de rigidité

[es déeformations doivent étre inférieure a une deformation

maximale exigée.
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/ 1. But Calcul de vérification

Certaines dimensions peuvent étre imposées par le
montage, il faudra donc verifier si ces dimensions

conviennent :

® soit en fonctions
des sollicitations

® Soit en fonction

des deformations.
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Choix du matériaux

Dans certains problemes,
ou les dimensions ou la masse ou les déformations
sont limitees (avions par exemples) :

) /e . 9.
c’est la nature du materiau qui sera I’inconnue.

Il faut choisir le matériau ou le vérifier d’aprés les

charges appliquees,
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/ 2. Hypotheses

Sont de 4 types :

1. Sur le mateériau,

2. Sur la disposition de la matiere,
3. Sur les forces exterieures,

4. Sur les déformations.
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/ 2. Hypotheses Le matériau
Le matériau est :

o Homogéne il a les mémes propriétés en tout point

* Isotrope : en un point donne, il a les mémes propriétes dans toutes les

directions.

Le comportement du matériau est :

e Linéaire : les relations entre les contraintes et les déformations sont

linéaires.

° Elastique : le solide reprend sa forme initiale si les forces appliquees

sont supprimées.
A

déformation déformation déformation

décharge

décharge décharge _

charge [

e

déformation

décharge

— o

et non-linéaire et linéaire

élastique
linéaire

Théorie des poutres/ Généralités et notions de base
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/ 2. Hypotheses La disposition de la matiere ... \

On ctudie des piceces (poutres) dont les formes sont

relativement simples.

Poutre : un solide engendre par une surface plane (S) dont le

centre de surface G decrit une courbe plane (C) appelee ligne

lnqyenne.
= V/L .
s Section droite — Z —

B e e ¢
= il e @ B 'ﬁ |_V
@%i/\ ™ |
& SN
O (C) Ligne moyenr
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/ 2. Hypotheses La disposition de la maticre \

Les caractéristiques de la poutre sont :
° ligne moyenne droite ou a grand rayon de courbure R > 5 . D max.
® section droite (S) constante ou variant progressivement.

° grande longueur par rapport aux dimensions transversales.

® cxistence d'un plan de symetrie. )

P Section droite

/Iignc moyenne

\ (C) Ligne moyenf

Rayon de courbure La section varic %
Rapport I/L trop faible trop petit de facon discontinue
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/ 2. Hypotheses

Plan de symétrie - les forces

symétrie de la poutre

rapport a ce plan.

Les déformations étant
petites devant les
dimensions de la poutre,
Les supports des forces
seront eux consideres

comme constants.

ou alors disposées symétriquement par

extérieures seront situées dans le plan de

2D

Les forces extérieures ...

(s)

=

!

l\ (C) Ligne miyenr

AN N N NN
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/ 2. Hypotheses Les forces extérieures \
Types Situation réelle Modelisation
Ponctuelles Q;» !
o H f
(N) | 53,
Réparties (T
r—__—ll“:'_————_'_il'—__—_"-—
(N/m) — 3
Forces de volume o
(poids propre) (N/m2)
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/ 2. Hypotheses Les déformations ... \

e HPD:
les deformations sont petites par rapport aux dimensions de la poutre
* Hypotheses de Navier & Bernoulli :

[es sections planes normales aux fibres avant déeformation demeurent

planes et normales aux fibres aprés déformation.
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/ 2. Hypotheses Les déformations Systém@

de forces
Principe de St Venant " Lo
« Les contraintes (et deformations)
dans une section droite Y4
cloignee des points d’application d’un systeme de forces

ne dépendent que de la resultante et du moment

resultant au centre de gravité de cette section. »

Section
droite

Conséquences :

* Lavaleur des contraintes (et deformations) sont valables loin des points d’application
des forces. On considere les resultats valables qu’au-dela d’une distance d de 2 a 3 fois
la plus grande dimension transverse de la section. d > 2a3sup(h,e)

* Quel que soit la nature d’un systeme de force, seul le torseur resultant des efforts de

-

cohésion au centre de gravité G de la section {MR }détermine I’état de celle-ci.

G

Contraintes et déformations dépendent des efforts de = (0,5 = f( R )
cohésion au centre de gravité G de la section droite S ' ]\76
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/ 3. Principe fondamental de la statique

Les actions de liaison

EFFORTS

EFFORTS
TRANSMIS 2D SCHEMA
NOM bbL TRANSMIS 3D
A Y,
Poteau y 5 0 0 0 0 yT
(I Y, ;0 Y, ;0 >
o .. 0 0/y 0 0/,
Appui snnple
i Xy L, X, 0
Poteau YL 1 YA ;MA YA ; 0
' Zy 0, 0 0/,
Articulation
- - XA LA XA 0 YA
:::l_ — 0 Ya s My {YA ; 0 } YT A _Xa
Poteau ' ZA NA A 0 my A —_ J
—> Cas de flexion X Ma
Encastrement
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/ 3. Principe fondamental de la statique

un systeme de forces exterieures, est

en équilibre si et seulement si :

Enoncé du principe
Un solide indeformable E, sollicite par

{E—)E} &

Equations d’équilibre

Systeme 3D (Oxyz)

Systeme 2D (Oxy)

R=0 2 proj. sur Ox des Fe,i=0 | S proj. sur Ox des F,,,=0
2 proj. sur Oy des F,,=0 S proj. sur Oy des F_ =0
2 proj. sur Oz des F.,.=0
Mg=0 |2 moments/ Ox des F,,,=0
2~ moments/ Oy des F,,=0
2 moments/ Oz des F.,=0 |S moments/ Oz des Fext=0
g M.ElAllami  Théorie des poutres/ Généralités et notions de base 30/10/2023
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/ 3. Principe fondamental de la statique Exercices Exercice 1

adheérence en A et B et encaissant une charge Pen C.

Déterminer en fonction de P, a et b, les actions en A et B

Cas 1 : a#b, a b
P
Cas 2 :a=b, A i B‘
A C A

Modele :

Y, T P ‘l' TYB

A B

C
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/ 3. Principe fondamental de la statique Exercices Exercice 2

Soit une poutre de section constante, de longueur L, reposant sur deux

appuis simples sans adhérence en A et B et encaissant une charge

uniformement repartie entre A et B de densité linéique p (N/mm)

Determiner en fonction de p et L, les actions en A et B

P
;.'.L.E.'I L ] J L | J | ] ] rB
Modele :
Yy Yp
1\ Milieu de AB 1\
A B
Lot
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/ 3. Principe fondamental de la statique Exercices Exercice 3

Soit une poutre de section constante, de longueur L, encastree en A et

encaissant une Charge P en B.

Déterminer en fonction de P et L, les actions en A

p
g l
oA B
-
~
Modele :
YAT lp
A B
My
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/ 3. Principe fondamental de la statique Exercices Exercice 4

Soit une poutre de section constante, de longueur L, encastrée en A et

encaissant une Charge uniformement repartie de densité linéique q

(N/mm)

Determiner en fonction de q et L, les actions en A

4 q
Z
ﬁ A i i i i L L
“
Modgle : 2
Y
AA o
Milieu de AB
A B
M, ‘l' qlL
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/ 4. Repere de Frenet \
Deéfinissons un repere orthonorme d’origine G, li¢ a la ligne moyenne GOG1

- -
Le repere orthonorme direct {G, t, n, b} estle repere de Frenet de la

courbe GOGT1 au point G.

%
* t premier vecteur de la base : unitaire, tangent a la courbe GOG1 en G
. . 1. . 2> _ doa
et oriente dans le sens des abscisses curvilignes croissantes : t = s
a . . 9 . .
* n second vecteur de la base : unitaire, normal a £, dirige vers le centre

de courbure, nomme vecteur normal principal,.

'l - L] [\ / o . i e —>
® b ou (Z) troisieme vecteur de la base défini par : b = tAn, se nomme
. G
binormal. 1
~ y
Gy z_’
o = X
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/ 5.Torseur de cohésion ou des efforts intérieurs \

Coupons la poutre (E) par un plan (P) orthogonal a sa
ligne moyenne, situé a l'abscisse s.
On définit ainsi deux portions de poutre (E1) et (E2).

7 Le torseur {E, — E;} est le torseur de cohésion
ou torseur des efforts intérieurs.

n . Les efforts intérieurs permettent a la poutre de ne

®  pas se "disloquer" sous l'effet d'actions extérieures.
? On vise en particulier a vérifier gu'en aucun point de
—_ la poutre, les efforts de cohesion ne soient

s supérieurs aux capacités du matériau.

- - g (N M
R(s)=Nt+T,n+ Tyb t
() n b _<Tn an

Mg (s) = M.t + Mf, i + Mf,b T, Mf, (

= - - - (N M
R(x)=Nx+T,y+ T,z ;

MG(X) = Mtx + Mfyy + MfZZ \TZ Mfz G

b {Cohésion} =

En coordonnées cartésiennes :
R(G, x, Y, 2) :

{Cohésion} =

G,t1,b)

> — -

X,Y,Z)
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs

* Lorsque I’on a une seule de ces sollicitations,

on parle de sollicitation simple :

Traction- compression : N # 0
Cisaillement : Tj, # O ou T, # 0
Torsion : My # 0

Flexion pure : Mgy # 0 ou Mgz # 0
Flexion simple : (T}, # 0, Mg, # 0) ou (T, # 0, Mg, # 0)

* Sinon, on parle de sollicitation composee :

Flexion composee : (N # 0,Ty, # 0, Mg, # 0)ou (N #0,T, # O,
M, # 0)

Flexion device : (Ty, # 0, Mg, # 0) et (T, # 0, Ms,, # 0).

Flexion composée dévice : N # Q et (T}, # 0, Mg, # 0) et (T, # O,
M;,, # 0)

Flexion — torsion : (My # 0,T,, # 0, Mg, # 0) ou (My # 0,T, # O et
M, # 0)
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode des coupures \

Coupons la poutre (E) par un plan (P) orthogonal
a sa ligne moyenne, situe a I'abscisse s.

On definit ainsi deux portions de poutre :
(E1) et (E2).

(E) etant en equilibre, on peut écrire :
(E1) etant en equilibre, on peut ecrire : {E — El} +{E2 > E1} ={0}
(E2) etant en equilibre, on peut ecrire : {E —> EZ} +{E1—> E2} ={0}

On en déduit : @n} = @: —{E - E } ={E - E,}

!

Le torseur de cohésion est egal a (-) le torseur des efforts extérieurs
appligues a gauche de la section de coupure.
Convention adoptée dans ce cours
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode des coupures Exercice 1 \

Une poutre 1 est en liaison pivot d'axe (A,z) et en contact ponctuel de normale (D,y)

avec un solide 0
Des actions mécaniques extérieures exercées sur 1 sont représentées par deux torseurs

en B et C: ( 500 0\ ( 0 0\
{Tiext>l= <-1000 O} {Text>1}= {-1000 0;

B L O 0) R C L 0 0) R
on donne: A(0,0,0) B(1,0,0) C(2,0,0) D(3,0,0)

Les longueur en m 1

Q<' 1
v
A. Déterminer les inconnues des torseurs des liaisons en A et D

B. Ecrire le torseur de cohésion le long de la poutre {Tsi/s-F
C. Tracer les diagrammes N(x), T(x) et Mfz(x)
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode des coupures Exercice 1 \

A. Déterminer les inconnues des torseurs des liaisons en A et D $Qvg,

Si on isole la poutre 1 : elle est soumise a 4 actions mécaniques extérieures ‘2532

(500 O (0 0) X011 0 0
{Text>1}= {-1000 0; {TAO/l}* Y60/18 {TDO/l}_ {YDO/ 6)1

'

{Tiext—>l= {-1000 0

gl 0 O cl 0

nggni?plique lePESenAon A{Tlext—>l}-|- A{TZext—>1}+ A{TAO/l}-I- A{TD 0/1%{0}

On obtient les équations suivantes:

A
OR

1= = — -
-2000+Y, /1 +Yp o/1=0 = Kaon= 00N = Yaon= 1000N
SMA-1=0 = -(1000x1)-(17~" ) +(Yp(1x3)=0 = Yo 0/1= 1000N

D

0
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode des coupures Exercice 1 \

B. Ecrire le torseur de cohésion le long de la poutre {Ts4/s5-¥

Q}
Si on effectue une coupure entre[AB] : avec G(x,0,0) et x € [0,1] (30$$
Si on étudie I'équilibre de S- on obtient: ¥

A
D e — N = +500 N Mt = 0 N.m
— Ty =-1000N  Mfy = 0N.m
Tz=0N Mfz = 1000.x (N.m)

Si on effectue une coupure entre[AC] : avec G(x,0,0) et x € [1,2]
Si on étudie I'équilibre de S- on obtient:

A
\\A B 6 N=0N Mt = 0 N.m
] X \ Ty=0N Mfy=0N.m

\ " Tz=0N Mfz = 1000 (N.m)
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs

Méthode des coupures

Si on effectue une coupure entre[AD] : avec G(x,0,0) et x

e [2,3]
G
A " N=0N
- Ty = 1000 N
Tz=0N

C. Tracer les diagrammes N(x),T(x) et Mfz(x)

A

Mt =0 N.m
Mfy = 0 N.m
Mfz = 1000.(3-x) (N.m)

' Ty en Newton

* N en Newton
1000 ____ ..
500
1 2 3 1 2 3 ‘
! ! > xenm .
-100Q
* Mfzen N.m
1000 |---------;
1} 2| 3
| | | > xenm
@ M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de base 30/10/2023
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Exercice 2 \

Meéthode des coupures

/

™M
N
o
oN
S
S
o

; \-. 7

N e

y K\Q -] ._“.“.__. ...‘__. b,

NN

\_h-.

It
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode des coupures Exercice 2 \
Modélisation de I'arbre

— En O :
le bilan des
actions BA
mécaniques S
extérieures :

— En B :

L/3 2L/3

0Lz

S AT @

A. Déterminer les inconnues des torseurs des liaisons en O et B
B. Ecrire le torseur de cohésion le long de la poutre {Ts4/s-F

C. Tracer les dla%%rammes Nﬂx) éx) et Mfz(x)
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs
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Méthode des coupures
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode des coupures Exercice 3 \

Grue de potence

La volée AB est encastré en B sur le poteau BC. Le poteau BC est
encastré en C sur un support rigide. Une charge P, verticale, est
suspendue en A.

1. Déterminer les actions aux liaisons en C,

2. Déterminer le torseur de cohésion puis retrouver L
les actions aux liaisons, A ]
3. Tracer les diagrammes de N, T et Mf
REPONSE

( D = =

R(s) = Py =Pn
ZONEAB {To}= (s) = Py - |
mg(s) = GANPy = —PxZz]

( = - - 3
R(s) = Py = —Pt E, 12 h
ZONEBC {t}=_ | ( )_> Y R o '
mg(s) = GAANPy =—PLZ] Y
_ p)‘}
P - Pjc=+7T ={ 9}
(P~ Ple=+rde= ;) _
X C
@ M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de base % f%}, /
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode des coupures

1. Déterminer les actions aux liaisons en A,

en A,

REP:
R(s) = —Fy
{Tc}z —> ~ - -
m(s) = —GBAFy =—FR(1 — cosp)z
_ R(s) = —Fcosg t + Fsing 7
m(s) = —FR(1 — cos@)Z
—F)_/) }

P - P},=+{1 I :{
{ }A { C}A(go m—) _2FR7
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode de I’équilibre local

Considérons une tranche elementaire de poutre, comprise entre les sections
droites voisines : S : d’abscisses curvilignes s et de centres G et S” d’abscisses

curvilignes st+ds et de centres G’ .

Supposons que les forces et couples extérieurs appliqués au niveau de cette
tranche soient tous repartis p(s).ds et m,.(S).ds.

m.(s)

13(5 + ds)

—R(s)

05\ NM(s +ds)

S=5(s) | S'=S(s+ds)

@ M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode de I’équilibre local

Etudions I’équilibre du trongon en negligeant les termes de deuxieme ordre (ds?) :

Equation de la résultante : Equation du moment en G’ :
dR(s) é dM(s) . - q
+p(s) =0 () + tAR(s) + m,(s) =0

ds ds

Ce sont les deux equations de I’equilibre local

Si:  p(s)=pn m(s)=0
dN(s) dT(s) B dM (s)
is D as - Pe) =T
R (s +ds)
—R(s)
t
—M(s) | R - HNETIN D M(s + ds)
| S S(s) S’ S(s+ds)
@ M. El Allami ThéGi e uto puuu s LuritTunes C uuLnS Ul Uase 30/10/2023
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode de I’équilibre local Exercice 5 \

b
B

X

~<

ANMANANNRAY
o>

Déterminer le torseur de cohésion et les actions aux liaisons en utilisant les

deux meéthodes :

I. Les equations generales,

2. Les equations de I’equilibre local,
REP:

R(x) = —Fy

m(x) = F(x = D7

YA =Fy, m, = FlzZ
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode de I’équilibre local Exercice 6 \

~<<

Déterminer le torseur de cohésion et
les actions aux liaisons en utilisant les
deux méthodes :

—_pYy

Vv

AANRANANANY
>

I. Les equations génerales,

2. Les equations de I’equilibre local,
REP:

(ro= F)
m(x)

R(x) = p(x — D)y
G
2

m(x) = —p
{P- P}A:‘{TC}A(x=O+): EZ

Dot Yy = ply, My =p>
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode de I’équilibre local

Deéterminer le torseur de cohésion
et les actions aux liaisons en utilisant

les deux méthodes :
1. Les equations generales,

2. Les equations de I’equilibre local,

REP:
R(s) = —Fy
{Tc}z — < - - -
m(s) = —GBAFy =—FR(1 —cosp)z
_{R (s) = —Fcose t + Fsing ‘Ti}
m(s) = —FR(1 — cos@)Z

_ —Fy
P - Pyy=H7 I :{ 9}
{ }A { C}A((p m—) _2FR7

@ M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de base
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode de I’équilibre local

Deéterminer le torseur de cohésion
et les actions aux liaisons en utilisant

les deux méthodes :
1. Les equations generales,

2. Les equations de I’equilibre local,

REP:
R(s) = —Fy
{Tc}z — < - - -
m(s) = —GBAFy =—FR(1 —cosp)z
_{R (s) = —Fcose t + Fsing ‘Ti}
m(s) = —FR(1 — cos@)Z

_ —Fy
P - Pyy=H7 I :{ 9}
{ }A { C}A((p m—) _2FR7

@ M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de base
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode de I’équilibre local Exercice 8 \

y
— F)_;
Deéterminer le torseur de cohesion
et les actions aux liaisons
en utilisant les deux méthodes :
1. Les equations generales,
2. Les equations de I’equilibre local, X
REP:
| RE) = Fy |
I TUm(s) = —GB A —F = FRsing3
_{m = —Fsing t — Fcosg ﬁ’}
m(s) = FRsingZ
(P~ Pha=+tdacpmnson={ 1)}
@ M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de base 30/10/2023 /




/ 5.Torseur des efforts intérieurs Méthode de I’équilibre local Exercice 8 \

y
— F)_;
Deéterminer le torseur de cohesion
et les actions aux liaisons
en utilisant les deux méthodes :
1. Les equations generales,
2. Les equations de I’equilibre local, X
REP:
| RE) = Fy |
I TUm(s) = —GB A —F = FRsing3
_{m = —Fsing t — Fcosg ﬁ’}
m(s) = FRsinpZ
(P~ Pha=+tdacpmnson={ 1)}
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/ 5.Torseur des efforts intérieurs

Déterminer le torseur de cohésion et

2. Les equations de I’equilibre local,

les actions aux liaisons en utilisant les deux meéthodes :

1. Les équations générales : par intégration et par calcul direct

Méthode de ’équilibre local Exercice 9 \

p N p B
q(x) =ax+b=-x—p qx) = —— (L —x)y

1.a. Les équations générales,p
R() = 3@ - x)/2= —5;
m(x) = ||[RG)||(L —x)/3.Z2=

1.b. Les équations générales,
l
R = [ ddu

mi(x) = [, §w)du.(ux)

M. El Allami

! (x)
— N X
R(x
m(x)
REP:
2. Les équations de I'équilibre
local,
dR(x) p L =
(L~ 0% i Ly =0
P 37| dm(x S 5
6L(L x)37 ()JFQAR(X)=O
dx
L 5
_ =y
{P - P}Az_{Tc}A(x=O+): pL?
TZ
Théorie des poutres/ Généralités et notions de base 30/10/2023
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/ 6. Contraintes Vecteur contrainte

Vecteur contrainte en un point M

* Effectuons une coupure d'un solide, par une surface S, en deux parties E1 et E2.

® Lapartie El est en équilibre sous 1’action des forces extérieures qui lui sont

directement appliquées et des forces interieures reparties sur la coupure.

* Considerons un point M de S, dS un element de la surface infiniment petit entourant le

point M et N le vecteur unitaire, normal en M & S et dirige vers Iexterieur de E1.

Soit dF la force qui s’exerce sur la facette 71 en M.

On appelle vecteur contrainte sur la facette NenM, la quantite : T (M, ) = d_F
— /A _: _______ , 7: dS
i aF 7
i Co VTR
e =
VYo M : |
,)I—————i-———————(;—'-————-———> X :
P | | :
z T T e y
SEDSY (€2)
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/ 6. Contraintes Contrainte normale et contrainte tangentielle \

Le vecteur contrainte peut etre décomposé en :
- — -
TIM,n) =on+T7

¢ Contrainte normale 0 : c'est la projection de T (M, 1) sur la normale 7 de la facette.

Si O est positive, on a localement un etat de traction,

. ) / .
sinon c’est un état de compression.

* Contrainte tangentielle T, appelee aussi contrainte de cisaillement ou cession: c'est la

projection de T(M , 1) sur le plan de la facette.

o =T(M,7R).7
4 7112 =||TM, m)||? - o2

T 41— —
"T(M,n
dsé/’y (M, m)

%—l‘n

Avec :

|T(M,7)||? = o? + |17 ||?

Y
1
1
1
1
\.______l_____ F - — — — — - —— -

7 A mofen
p S R AR N
Lc'_:
zZ I
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/ 6. Contraintes Tenseur de contraintes

Considérons le cube infiniment petit d’un solide,

centre sur le point M, construit sur les axes x, y et z.
Sur la facette T: T (M,7) = 0,0 + O-yxj + gzx]_()
Sur la facette J : f(M,]_)) = O'xyi) + O'yyf + O'Zyl_()
Sur la facette K : T(M, l_()) = O, + Uyzj + O-ZZI_{)
Soit le tenseur @ (M) dont les colonnes sont les contraintes sur

les trois facettes (i), f, l_é) du repere (%, y, Z) :

T(M,7) T(M,70) T(M,k)

!
Oxxy Oxy Oxz
o(M) = (‘Tyx Oyy 0y2> =

Ozx Ozy

&

Oxx Txy Txz
Tyx Oyy Tyz
O,y Tzx Tzy Og

(x,9,2) (x,y,2)

0 (M) est le tenseur des contraintes de Cauchy.

~J

Les termes diagonaux 0; j : contraintes normales

Les termes non diagonaux T;; contraintes tangentielles.

@ M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de base

les contraintes en un point sur

> > 1
les facettes 1, J, Ksont:

=) T(M,])

. zy|.
T (M ’ Z)) d >

Oyy
j 2

T(M, D) = 5(M).T

=a(M).j
T(M,k) = G(M).k

Pour une facette 1 quelconque
T(M,7) = 5(M).7

O-ZZ
A

T(M, k)

N O_yz et
SN T(M,
Oxz / (0] ;7( D

Soit en notation indicielle :
Ti = ajinj
30/10/2023
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/" 7. Equations d’élasticité N\

Les contraintes doivent vérifient les équations d’équilibre :
0ijj + fi = pYi

* L'état de contraintes dans le solide provoque un état de déformation. £(M) =

Pour tout point M, le tenseur de deformations s'ecrit :

® [es déformations sont obtenues en dérivant les déplacements : 2¢€; = U + U; i
) oo o1 .
® [ e vecteur rotation s'ecrit : w = —rotu

e [es déformations sont obtenues aussi en utilisant les lois de comportement:

1+v V

O'ij=2,u€ij+/1 gkk5ij ou gij:TO-ij_E Gkk5ij
A et U sont les coefficients de Lamé P Ev E
ju— f— G -_— ————
E et V sont les coefficients de Hooke 1+v)(1-2v) # 2(1+v)
ou de Young. P u (31 +2p) A
— V) == ——
A+u 2(A+ )
* Equations de Navier : (A + 2w)grad (div (1)) — p rot rot (W) + (f’ —pYy) = 0
Okk,ij
* Equations de Beltrami (Cas de forces de volumes constantes) : Ao + 1+v = (
@ M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de base 30/10/2023 /
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/ 8. Relations entre efforts intérieurs et contraintes \

Prenons une poutre dont 1'état de contraintes est définit en un point M de la section S par :

Oxx  Txy Txz o T, T
a(M) =|Tyx Oyy Tyz =Ty Oyy Tyz
Tzx Tzy Oz (x,3.2 Tz Tzy Ogzz (3.2

Le Principe de Saint Venant postule que quel que soit la nature d’un systeme de force, seul le
torseur resultant au centre de gravite de la section détermine 1’¢tat de celle-ci.
o)

(1,0,0) et la contrainte T(M, )_c)) =Ty
Ty

Dans la section droite S, la normale 1 = X

I_2)=N3?+Ty37+TZE=JT(M,J?)ds
S
M, =Mtf+Mfy37+M];§=jGMAT(M,f)ds

Les éléments du torseur de

4 . 1/ .
COheSlOH peuvent S €Crire :

- ! S
i ! . .
! v
L> % A ’
4 Al sy G = o
“ N M, // /
{tconte = {Ty Mf}’} e === |1, Mg
T, M) [~ z ’
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/ 8. Relations entre efforts intérieurs et contraintes

S

En calculons les deux

expressions, on trouve :

O est la contrainte normale

sM)=[7, 0 0
7, O

§=N£+Ty37+TZZ=jT(M,f)ds M, :Mtf+Mfy37+MjfZE=jWAT(M,f)ds

™~

g Ty, T,

T,

S
szads Tyzjryds Tzerzds
S S S
Mtzj(yrz—zry)ds Mfyzjchds Mfzz—JyadS
S S S

et Ty, et T, sont les contraintes tangentielles.

sur les eléments du torseur de cohésion.

Décomposition de la solution :

Les contraintes (O'yy, 0,,, T yz) ne figurent pas

Le tenseur de contraintes se réduit donc a :

Si(Tyy # 0 et Mg, # 0) ou (T; # 0 et Mgy, # 0):

SiN # 0.

Traction- compression

SleZ :,t OOUMf3 :)t O:

Flexion pure

Flexion simple

Sl Mt i O .
T —
myﬂ'[y R
e G = o
nonaoocd { —*
Tz "¢ s de base

Torsion

30/10/2023
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/ 9. Contrainte normale oy

- R
N M, y! Gﬂ /:
N = J ods | Mg, = J zods | Mg, = —j yods {chh}a={Ty Mfy}g P 7 <?’x

3 2 J T, My, 7 =% 9 N .
Pour une facette de la section droite, Y
on constate que les élements de réduction : N, Mgy et Mg, o 0 O
ne font intervenir que la contrainte normale ©. o=({0 0 O
0 0 O

On choisit donc la forme suivante pour les contraintes :

* La condition aux limites sur la surface latérale 1 = (0, y, z), libre de

contrainte est veérifice.

® On applique les equations d'equilibre, on obtient :

o,=0m o=0(yz)

O' ..
® Les equations de Beltrami s'ecrivent : Ao; it 1kk’u =0
+ v
= Oyy =077 =0y; =0
= o=a+by+cz
@ M. El Allami Théorie des poutres : Contraintes normales 30/10/2023 /




/ 9. Contrainte normale oy
- R
N M; J—;T GH /
N = j ods | Mg, = J zods | Mg, = —f yods {rcOh}G={;y I‘I;;y} Ry <?’x
Z Z G Z — z \
S S S i
(5),
o=a+by+cz
N=afds+bjyds+cjzds N=as$
S S S
= My, = aj zds + bJr yzds + cj z%ds| mmp Mgy, = c g, Ioy= j z%ds
> > : Avec : >
M, = —aj yds — bf y2ds|— Cf yzds Ms, = =b Ig, Ic,= j y2ds
S S S S

I, et Iy sont les moments quadratiques respectivement par rapport a Gz

eta Gy (en mm*)

@ M. El Allami
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/ 10. Relations entre efforts intérieurs et déformations Torseurs des petits déplacements

Considerons la section droite S(s), d’abscisse curviligne s, de centre G et normale aux fibres

d'une poutre.
Hypothéses cinématiques

® [ es dimensions transversales d’ une poutre sont faibles devant les dimensions

longitudinales,

® Chaque section droite S(s) d’abscisse s se comporte comme un solide : (pas de

deformation transverse possible)

@ ()

Pour la section S(s), on a donc : {depS/R}G — {ﬁ(G)}G

Pour M point de S(s) : uM) =u(G) + w (s) A GM
M} COMEL Y

........................... N e\ ek iy W (S) A GM
G LGy L
e s u(G)
5(s)
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/ 10. Relations entre efforts intérieurs et déformations Torseurs des petites déformations

Considérons une tranche ¢lementaire de poutre de
longueur ds, comprise entre les sections droites voisines : |
S(s) et de centres G et S' (s+ds) de centres G'. Ry

a(s)} .l mo=r

Pour les section Set S, on a : {depS/R}G - {ﬁ(s)

={5(5+ds)=5(s)+d5(s)} —‘_" A whaa
Uu(s+ds) =u(s) +du(s) ), = S=S(s) ...%...S’=S(s+ds)

et {deps,/R}G,

Par définition, le torseur de taux de deformation :

(Def S/R} = {V () = ye £yl + mb)} _ {depS'/R); — {dep S/R}q
E(s) = gt + exii + &b ds

( dw(s) )
d ds
=—depS/R}; =1 .,
dS{ ep / }G < du (S) R _>>
"4 +IiAw )
S G ( da(s) )
S) =y, L+ Vi +vpb
g(s) = gt + g,n + ebb du (s) L IAG
g (S) vecteur dilatation ou allongement relatif ds /6
Y (s) : vecteur ghssement ou distorsion
@ M. El AIIam| Théorie des poutres/ Généralités et notions de base 30/10/2023 /




/ 10. Relations entre efforts intérieurs et déformations Torseurs des petites déformations

Deéformation Sollicitation
N
E = & = — Traction- compression
t ES P
Ty
Eq = —
n oGS ..
Cisaillement
Ty : T i T
Ep = — g —
b7 Gs o S=S(8) 1 s'=5(s+ds)
Mt : A :
Ve =0 =— Torsion Ces relations vont étre vues plus loin
Glg dans les chapitres suivants.
.. Mf
Yn =Yp = El, Le torseur des taux de déformation s'écrit
MF, Flexion simple enfin en fonction des efforts interieurs :
Y= =, S
R Mt , Mf, . Mf, Gl ES
y(s)z—t+in+ib MG T
(Def S/R}. = Gl, = EI, El, "\ _ | fn In |
¢ é()_NE_I_Tn_,_I_TbE El, GS
S TES Tes"T6s” Vo My Ty
\El, GS)

@ M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de base 36/10/2023

/




4 Plan du cours
1.

N

S

O ©oo ~J O Ui

10.
11. Condition de résistance

12.
@ M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de base

30/10/2023

/




/ 11. Condition de résistance \

Pendant toute la duree de son service, une piece doit conserver un comportement ¢lastique.

Cette condition s'exprime par :
Op R o

Omaxi < Op = . ou Omaxi < Rpe = —

Contraintes normales :
O ou R, : Limite ¢lastique a la traction
0y ou Ry, : Résistance pratique a la traction

s : coefficient de securite qui varie de 1,1 a 10 selon le domaine d'application.

C . alles ¢ Te Rg
ontraintes tangentielles : Tmaxi < Tp = ? ou Tmaxi = Rpg

Te ou Ry: Limite ¢lastique au cisaillement

Tp ou Rp g: Résistance pratique au glissement.

Pour une contrainte combinée : normales o + tangentielles T

Critere de Tresca : \/0'2 + 472 < Oy
Critere de Von Mises : \/0'2 + 3712 < Op
@ M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de base 30/10/2023 /




K 11. Condition de résistance Concentrations de contraintes \

Des picces industrielles peuvent posseder des singularites de formes (pergages, gorges,

rainures, filetages...). Ces singularites font augmenter la contrainte.

On definit un coefficient de concentration de contrainte Kt tel que :  0,,,,i = K¢. Opom

Omaxi : contrainte maximale atteinte au voisinage de la singularite

Onom : contrainte moyenne nominale calculée loin de la singularite :

[a condition de résistance s’ écrira dans ce cas :

LHQZE-03

Essail de traction 50T
19CE-02

Poutre percée T3
L290E-03

n (N1} L.

LO2CE-03
oidl 03
ZETE-03
.331E-03
21403

1
7

10 o

L13EE-03

T ) V)

30/10/2023 J
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/ 11. Condition de résistance Concentrations de contraintes \

Exemple 1 : Pour un filetage triangulaire ISO Kt =2.5

Exemple 2 : Arbre de section circulaire épaulé.

KtA
2,6
2,2
N \\\ D.1s
1,8 \\\\ \‘\ Ad/
- 1,1
N~~~ ;
14 < 105
~—1,02
1,0 »
0 005 010 0,15 020 025 0,30 5
Exemple: £ =0,125; 5 =1,05; K,= 1,4
e M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de base 30/10/2023
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/ 11. Condition de résistance Résistance a la fatigue ou endurance

Exemple : si une vis de diametre 6 mm peut tenir un objet d'une tonne, elle peut en

revanche casser si on lui suspend un objet de 100 kg un million de fois de suite.

La fatigue designe I'endommagement d'une picce sous l'effet d'efforts variables et repetes,

vibrations, rafales de vent. ..

L’application et le retrait d'efforts plus faibles que prevu peut provoquer sa rupture.
Les etapes principales de la ruine d'un assemblage par fatigue sont :

® I’amorcage de fissures (si des defauts ne sont pas déja presents dans le materiau).
* la propagation de fissures.

* et la rupture finale.

Les parametres souvent utilises pour préedire le comportement en fatigue sont :

* l'amplitude de la sollicitation (chargement ou déformation imposce).

* frequence d'application des charges,

* nombre de cycles.

@ M. El Allami Théorie des poutres/ Généralités et notions de base 30/10/2023
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/ 11. Condition de résistance

Résistance a la fatigue ou endurance

Courbe de Wohler :

eleve de cycles proche de 108,

Condition de résistance a la fatigue :

Omaxi < Op

[¢)

Zone 1 : c'est la zone de fatigue ou la rupture est atteinte au bout d'un nombre limite de
cycles. Si pour une sollicitation ou la contrainte maximale par exemple est 0 = 300MPa,

la rupture se produit avec une probabilité correcte avant 10% cycles.

Zone 2 : c'est la zone d'endurance illimité ou la rupture n'est atteinte qu'aprés un nombre

L'asymptote a la courbe de Wohler permet de trouver la limite d'endurance 0 au-dessous

600

a
(MPa)

Contrainte

500
R

400

300

Op =

200

100

de la quelle il n'y aura pas de risque de rupture.

Pour les aciers, 0p pourrait étre trouvee 0.32 171

experimentalement : op = U.320r + Brand
O, : limite d'elasticite Oy : limite de rupture Op : limite d'endurance

Zone 2

[EEE|
EEE|

N
o
>
()
=

0
10° 10 10? 10° 10* 10°
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7~ 12. Condition de rigidité ou de déformation N

[.a condition de résistance donne des piéces sous-dimensionnees tres
déformables et qui sont source de vibrations et ne réalisent pas des

transmissions rigides.

Beaucoup de piéces se calculent par une condition de déeformation en

déplacement ou en rotation :

Ymaxi < Yiimite ou bien : AMmaxi < Alimite
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