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Objet de 'élasticité

[a théorie de I’ élasticite étudie :

D’un/milieu continu l

. \ V4 .
soumis a des Charges exterieures.

Déplacements u;

Déformations &5

Contraintes 0jj
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o .
Milieu continu

A I"échelle nanoscopique un solide est granulaire, fait de molecules.
Mais a l'ceil nu ce solide est per¢u comme continu

mm) Ses proprietes varient progressivement.
Hypothese des milieux continus : consiste a considerer les fonctions
caracteristiques du milieu (densite, temperature, pression, ¢lasticite, etc) des
fonctions continues.
Un milieu diphasique et certain melange comme eau-huile

sont des milieux non continus

Un milieu continu peut étre :
homogene : il a les mémes proprietes en tout point
isotrope : en un point donne, il a les mémes proprictes dans toutes les

directions.
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4 . ™
Matériaux

De nombreux matériaux utilises dans 1'industrie sont a la fois homogénes et

isotropes : meétaux usines ou bruts de fonderie.

D’autres materiaux ne sont pas isotropes : toles laminees, picces forgees,
picces trefilees, etc.

[ es matériaux composites sont des milieux qui ne sont :

® ni homogenes : sandwich (deux peaux collées sur une ame : mousse de

polymere ou un nid d’abeille).

® ni isotropes : stratifie (fibres de verre, de carbone ou de kevlar maintenues

dans une resine).

Mais pour lesquels lhypothese de cont1nu1te reste valable dans leur totalite

............. Mpnacouches

Ou par morceaux. ~ ﬁ:

Stratifie
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4 ™
Plan

1. vecteur contrainte

2. Tenseur de contraintes

3. Equations d’equilibre

4. Relation de Cauchy

5. Directions et contraintes principales

6. Cercles de Mohr

7. Etats de contrainte particuliers

@ M. El Allami Elasticité : Contraintes 30/10/2023




/ I.Vecteur contrainte Vecteur contrainte en un point M \
On effectue une coupure par la surface S, en deux parties E1 et E2.
La partie EI, par exemple, est en equilibre sous I'action :
® des forces exterieures qui lui sont directement appliquees
* et des forces interieures reparties sur la coupure.
Considérons :
® un point M de S et dS element de la surface infiniment petit entourant M.

H . . . . . .
® 1N vecteur unitaire, normal en M a § dirige vers I’ exterieur de la partie El

e Soit dF la force qui s’exerce sur la facette 71 en M.

é
° L dF
. o,/
On appelle vecteur contrainte sur la facette 1 en M, la quantite : T(M,n) = s
A\ | \ dﬁ 7
N4 ¢ 'li . N4 Ay S T ! /
J})l o 4 | }_;l o E di }_;l | -
A e L MEL
. ) I )"_2';':.“_"'.'_'.'_'_;'_'.' S L _ - _:4-\'%--9 ) AT >
Soitun | .” ..~ i ¢4 X R L G
) Z,7 E1 (S E> wrd i ¢ Z
solide E | 7 *1 (5 N > EL Sy off 7 BB

(a) (b) ()
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/ I.Vecteur contrainte Contrainte normale/ tangentielle

Le vecteur contrainte peut étre décomposé en :

T(M,7) = an + 7
* Contrainte normale 0 * Contrainte tangentielle T,
* projection de T(M, 1) sur la normale * appelee aussi contrainte de
N de la facette. cisaillement ou cession
* Si O est positive, on a localement un * projection de T'(M, N) sur le plan
etat de traction, de la facette.
* sinon c’est un etat de compression.
Avec :
. n |2 _ -2 =112
N4 F(M, i) 1T, D|? = o> + 117
v/ 77
o s T o=T(M,n).n
_._)_._l,.);'. .'_'.:;.M.“.e,o'n 2 2
16 1117 = ||T(M, D)||* -

o 27 E1[S)
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/ II.Tenseur des contraintes

Sur la facette T :

Sur la facette J :

Sur la facette E :

Soit le tenseur (M)

@ M. El Allami

0 (M) est le tenseur des contraintes de Cauchy.
Les termes dlagonaux Oxx, Oyy, Ozz sont les contraintes norn‘[ales

Les termes non diagonaux g;jou T;; sont les contraintes tangentielles.

Elasticité : Contraintes

Considerons le cube infiniment petit d’un solide,

centre sur le point M, construit sur les axes x, y et z.

T(M,7) = 0,0+ Oyx] + 0k

T(M,]) = 0T+ 0,,]+ O'Zyl_{) Avec :
T(M, E) = 0y, L+ 0y,] + o,k

En notation indicielle

TM,) TM,7) T(MK) Iy = ojn;
Oxx Txy Txz
a(M) = =|Tyx Oyy Tyz /
Z TZ O-ZZ L
(x,y.2) 4

[l
Qll
~
<
—

~J

T(M,7)
T(M,J) =
T(M,k) = 5(M). k
En notation vectorielle facette N

T(M,7) = 6(M)#

N
T(Mk) o,
J \\ vz /| T
Oy /Iﬁ / Z;(M)]_))

zy|. R
- - ol __>____:g
A Oyy
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/ II. Tenseur des contraintes g Exercice 01 : Etude d’un barrage

Etant donné un barrage d'eau. Le ten.~ .. de contrainte est donné ci-dessous.

La surface SO regoit la pression de I'eau et la surface S1 est libre en contraintes. vy

011 012 013 7
o(M) =021 02 033 ne M ’
031 0932 033/ (41 x2x3) SO 459

1. Sur la surface SO du barrage : Exprimer la contrainte en un point

M puis deduire 0 15 ,0 25 et 0 35

2. Sur la surface S1 du barrage : Exprimer la contrainte en un point M puis deduire

la relation qui lie (0 11,0 12,0 27) puis la relation qui lie (07 13,0 22)

30/10/2023
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/ IT1. Equations d’équilibre T(M n) \

@av)
Données du probléme =
Prenons un solide deformable pour lequel on isole un V)
domaine borné (V') délimité par une surface fermée (AV). M P
Le domaine est soumis a :
des forces surfaciques T(M , 1) et des forces de volume f (P). 7P

Le théoreme de la résultante dynamique appliqué au domaine s'écrit :

Y est I'accélération du point P et p

ja T(M,n) ds + j f(P)dV = j ,D)_; AV st 1a masse volumique du materiau.
V V V

Le théoreme de la divergence permet de transformer l'intégrale surfacique :

j T(M,7) ds = j 5(P)7i ds = f div 5(P)dV
oV ov vV

= diva(p) + f(p) = py Ou encore : 0;j; + fi = pYi
Forme vectorielle Forme indicielle en repere cartesien
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/ IV. Relation de Caug\hy ou réciprocité des contraintes Tj; \

X T(M , E) - /:\ZUzz Cube infiniment petit
7 SR »)(da = dx = dy = dz)
GxZ /: (0] Py 4

zy e -
,/
'}—)--——Jé
Oyy

Ona:

S()! ' S(x + dx)
00,y aayy
Oy (X +dx,y,2) = 0,,,(x,y,2) + F dx o,,(x,y+dy,z) =0,,(x,y,2) + —= 3y dy

0Ty 0Ty
Tyx(x +dx,y,2) =1, (x,y,2) + P dx Tyy(x,y +dy, z) = 1,(x,¥,2) + 3y dy

———— 00,y da 00y, da
Oxx — | Oxx + de dydz - + | —0yy +| Oyy + Wdy dxdz -

0t ot
<rxy + a—dy) dxdz da + <ryx a)ycx >dydz da =0
— T
Tay = Tyx =) [0] =|d]

TMD/Mx et M Le tenseur des
X e . —_— — . . _
’ tyz = Tzy Txz = Tzx Soitencore: ij = Tji contraintes est

On se limite a ’ordre 3 :

Relation de Cauchy ou reciprocite des contraintes tangentielle symétrique

M. El Allami Elasticite : Contraintes 30/10/2023
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/ Exercice 02 : Etude d’un cylindre

A .

Etant donne un cylindre : rayon R, hauteur h, surfaces de i

bases Sg et Sy, surface latérale Sj .

En tout point P du cylindre on a : 6,1/7)" @ A
k

0 012 _ka
E(P) = 012 0 kx1 k=Cte St h
_k.xz kx1 0

G o) V4,

o O

1. Unite de k.

2.Déterminer 07y si les forces de volume sont negligees et la surface latcrale

=]

—

S} est libre en contraintes. T
3. Verifier la relation d'equilibre.
4.Déterminer le torseur des forces surfaciques sur la surface de base Sy, reduit au

centre O’

5.Déduire auquel type de sollicitation est soumis le cylindre et la valeur de k.
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/ V. Contraintes et directions principales

(9

Prenons le cas ou le vecteur contrainte

—

Soit le vecteur contrainte T

Valeurs propres et vecteurs propres

—

d’une facette n’

s — — ..
T (M, n) et la facette N sont colinéaire.

Dans ce cas,

le vecteur cisaillement est nul sur cette facette :

™~

En écriture matricielle

lo(M)]in} = opin}

T(M,7) = 0,4 = 6(M)7

Ou bien encore :

On est valeur propre du tenseur des contraintes

Th

Elasticité : Contraintes

@ M. El Allami

[[lo()] = 0, [11]{n} = (0}
1 3

{n} est le vecteur propre associe.

T(M,7)

T(M,?)=0,7

z =0
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/ V. Contraintes et directions principales l:jquation caractéristique \

Il existe en M un repere orthonorme Rp (M, T_il, 17{2, 17l>3) pour lequel le cisaillement
est nul. 0l,02 et 03 :

0 Contraintes principales

[ es directions principales correspondent ala

presence d'axes de révolution ou aux

Rp (M 1i1,112,113 symetries dans le materiel ou dans la charge.

Rp(M;nl;nZInB) : 1 lﬁl,nz ct n3
Repere principal Directions principales

Les contraintes principales sont racines de l’équation caractéristique :
det ([o(M)] —0; [1])=0

. . . . g ) . / Y/ .
Les directions principales 1; s’obtiennent en resolvant 1'equation :

(lo(M)] — o;[ID{n;} = {0}

1 n;
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/ V. Contraintes et directions principales Exercice 03

Soit I’état de contrainte suivant :
1. Trouver les contraintes principales

2. Trouver les directions principales,

@ M. El Allami Elasticité : Contraintes 30/10/2023




/ V. Contraintes et directions principales Invariants scalaires 0 0 \
Ty, o o o o
Soit I’¢tat de _ e s . 01 0
o(M) =021 022 023 = 02

contrainte suivant :
031 032 033 0 o3

{R quelconque

L’équation caractéristique s'écrit : P(0,) = det([c(M)] —a,[I]) =0

{R principal}

011 — On 012 013 01— On 0 0
m)| Oz 022 — Op 023 = 0 0y — Op 0 =0
031 032 033 — On 0 0 03 — Op,

1 Ce qui donne : —0'7% + 110'7% — Lo, +135=0 1 Avec :

1120-11+O-22+O-33 11:O-1+O-2+0-3
_ 2 2 2 _
I, = 0110, + 011033 + 02,033 — 0{, — 0{3 — 033 I, = 0,0, + 0,03 + 0,03
_ 2 2 2 _
I3 = 011072033 + 201,0130,3 — 011033 — 0220{3 — 03301, I3 = 010,03
1 2 5
m) [, =tr(o) I, = > (tr(a)) — tr(o) I; = det(o)

I1, I2 et I3 sont des invariants scalaires quelle que soit la base ou est exprime le
tenseur de contraintes.
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/ V. Contraintes et directions principales Invariants scalaires Exercice 03 SUITE

Soit |’ état de contrainte de 1’exercice 03 : ~ 7 0 —3vV3
1. Calculer la valeur des invariants scalaires o(P) = 0 25 0
-3v3 0 13

dans les deux bases (x,y, z) et (X1, X5, X3) (x,y,2)

25 0 0
oP)=(0 16 0
O O 4 (XlJX27X3)
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/ VI.Tenseur sphérique et tenseur déviateur

011 012 O3 Om = —P = §trace(3)
SoitenunpointM: G(M) = | 021 0Oz 033 On pose
031 032 033/ (31 40x3) =3 (011 + 022 + 033)
Le tenseur de contraintes peut étre ecrit sous la forme :
011 012 013 -p 0 O o1 +p 012 013
og(M)=|021 032 0O3|=| 0 —p 0| + 021 022 D 023
031 O3z 033 0O 0 -p 031 032  O33+D

, Os : Tenseur spherique :
Tenseur contrainte P . .
definit une Compression isotrope

changement de volume sans changement de forme sans
Changement de forme changement de volume
_ = = _ trace(d) - _ _ - _  trace(o) =
O'M:O'5'+O'D Eszﬁlz—pl _D=S =0 — —]
. Y ) v 3” trace(ds) = —3p trace(op) = 0
raceig) = —sp Osij = _paij Sij = 0jj + p6l]

"La compression isotrope n’a aucune influence sur le domaine ¢lastique" [Bridgman et Nadai]

@ M. El Allami Elasticité : Criteres de limite élastique 30/10/2023
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/ VI.Tenseur sphérique et tenseur déviateur Invariants scalaires du tenseur déviateur

* Ji=tr(ap) =0

c =3 (@) - @)

1
= 5(512 + 5,° 4 53°)

. = 5152 + S]_S3 + 5253
— ——((01 — 0'2)2 + (04 — 03)2 + (0, — 03)2)
, 6

=% [ (011 — 022)% + (022 — 033)% + (033 — 041)°

+ 6(01,% + 023° + 031%)]

* Jz =det(op) = 515,53
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/ VII. Cercle de Mohr des contraintes

Les cercles de Mohr : Représentation graphique plane

Pour une facette 1,

Exprimer les relations entre : (0y, T,) et (01,05, 03).

! !

R{M, ﬁ), i‘), B} Rp{Mi Tilrﬁ)Z'ﬁ)S}
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/ VII. Cercle de Mohr des contraintes Dans le plan \
On définit T(M, )= (0,,,7,,) =f (0, = 01, 0)

Repere de la facette { T(M, 7_{) = O-nﬁ + Tyt
R{M,7,t,b)

Repere principal [ L Cosg
RP{M’ nl; nz; b} _J O {n]_; le,P} 0.1 O O
E(M) =10 o, O
0 0 o3

- {T_illﬁZJB}
Les contraintes normales et tangentielles s'écrivent (0y, Tp)

= #.T(M,7) = ) (FM)](n}) = 0y cos*0  + o, sin®6
= £.T(M,#) = (' ((FM)]{n}) = —0; cosB sinb + o, cosfsing O PO

( _O'1+O'2 1 — 0y 20 (E) d:O-1+O-2
~ ~<Gn_ 2 \ ‘ 2 cos( ﬂ) o, =d+ 1 cos(—20) 01202
T(M, )\

(E) dev1ent - d)2 + 1,2 =12

o+l

C’est l’équation d’un cercle de centre (d,0) et de rayon r

o, ™ Exprime 0, T, en fonction de 07, 0, et de |’ orientation de la facette 0.
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/ VII. Cercle de Mohr des contraintes Dans le plan _ 1 \
Cercle de Mohr  (oa—d)*+ 1,2 =77 2

* A chaque facette n: = 2
est associ¢ un point Pn de coordonnées (On, Tn) dans le repere {On, Tn}
orthonorme.

* Les points representatifs des directions principales 1, etily :

sont les intersections (01, 0) et (02, 0) du cercle avec I’axe On.

N
Tn

Si les facettes 71 et 71, font un

!

Sur le cercle de Mohr :

angle 0.

Leurs points représentatifs

font un angle -28.

Tn
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/ VII. Cercle de Mohr des contraintes Tri cercle de Mohr \

Generalisons la representation de Mohr sur les 3 oy, (01,0,,03).

Le vecteur contrainte en un point M sur une facette n (a,b,c):

T(M, %) = [6(M){n} = 0,71 + 1,1

_ ([ hor
On a les 3 Oy, _z{n} ([S(M)]gn}) S’écrivent dans 01a2 n O'zbz + O'3C2 =g,
relations : T :to-n T Tn R (M. 7, 7, 7is) 0'12(12 + O'zzb2 + US’ZCZ = Unz + Tnz
{n} {n}:]_ D y Ly, I, I3 a2+b2+C2:1

2 _ Tnz + (Gn B 02)(0n B 03)

04 — O 04 — O
Si 01#02#03 : 2( 1 2)( 1 3) Sachant les a? >0
E—) { h% = Tn” + (0n — 03)(0n — 01) inegalites b2 ; o ¢t siol1>02>03

(02 - 03)(02 - 01) suivantes : 2> 0
2 Tnz + (O-n — 01)(0n B 0-2) ( 2 2
c” = (on = — 0, +03 5 0, —O03
\ o3 — 01)(03 — 03) Op — > + 1,4 = ( > )
Tn2 + (o — 03)(0 —03) =0 05 +0, 2 03 —01\ 2
Tnz + (Gn — 03)(Gn - 01) <0 Ou encore : { (O-n - 2 ) + Tnz = ( 2 )
L(0,,,, - ) +1,° = ( > )
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/ VII. Cercle de Mohr des contraintes Tri cercle de Mohr
Tn

Remarque g cdtte étude, on déduit la valeur maximale’en M de
* la contraintenkemale maximale : 0 = max(}&1], |02/, [63])

Sl

o Rt _max (01,02,03)-min(ol, 02, 03)

* ]a contrainte du cisaillement max >

@ M. El Allami Elasticité : Contraintes
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/ VIII. Etats de contrainte particuliers

@ M. El Allami

Traction- compression

0
0) le repere {M; X, }, _2} est principal.
Xyz

Elasticitée : Contraintes
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/ VIII. Etats de contrainte particuliers

0 7 0 y
3(M)=<T 0 0)
00 0,,, ——>x

Le repere {M, X, }_;, Z } n'est pas principal.

=]

A
Tn A

Z Axe principal 03 = 0

Cisaillement simple

Les directions principales :

o (1
90 (n.} = g | 1}

) 2&0

0
- n3} =z} = {0}
1

0, = —T O3

Cercles de Mohr

Contraintes principales :

—_—

0-1:1-)0-2:

@ M. El Allami

—Tetoz = 0.

Elasticité : Contraintes

T 0 O
me)s(M)=(0 -7 0
0 0 0/yn,z

Contraintes principales
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/ VIII. Etats de contrainte particuliers Torsion pure

0O 0 O
ocM)=(0 0 < |
0 7 0/y4p2

Le repere {M , Er, é)<p, Z } n'est pas principal. e, :Axe principal o3 = 0

A
Tn A

€o

0, = —T 03 g, =T

Cercles de Mohr
Contraintes principales : 20 = 9(°

04 =T,0yp = —Tetoz = 0. j
l Z
@ M. El Allami Elasticité : Contraintes
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\57, n;
45°
M Z
______________ ™Y 4’50
A2 S - '

Les directions principales :

vz (9

} ﬁl etﬁz €

{ni} =—11
T2
VAL
‘ {le}:7<—1
C 1

{Tl3} = é)r =

m) g (M) = (

1
0
0

T
0
0

|
}

Plan (z, @)

0O O
—7 0
0 0/ n,r

Contraintes principales
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/ VIII. Etats de contrainte particuliers

o 0 O
ocM)=(0 o 0
0 0 o

Contraintes principales

@ M. El Allami

Elasticité : Contraintes

Ty
%X

Contrainte isotrope ou sphérique
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/ VIII. Etats de contrainte particuliers

Soit I’ état plan de contrainte :

Oxx Oxy 0)
o(M) = Oyx  Oyy |0
0 0 [0/, V2

Contraintes principales N

Solution analytiq ue

Ftat plan de contraintes EX 04 : Cercle de Mohr

Trouver les contraintes et les directions

principales analytiquement puis graphiquement

par le tri cercle de Mohr.

Directions principales N

La direction z est une direction principale
(N3 = Z) et la contrainte principale associee

est nulle : (o3 = 0)

Les deux autres contraintes principales 07 et

0, sont racines de I’¢équation caracteristique :

P(oy) = det(lo(M)] — oy[1]) = 0

‘ r-xx — On Oxy ‘ 0
O-xy O-yy —O0n o
—
Oxx T0yy 1 2
01@2) = — 5 15 (0xx —oyy)” + 403y

@ M. El Allami

Elasticité : Contraintes

Les deux directions principales Ny et N, se
trouvent sur le plan (x,y) et s’obtiennent en

résolvant I’ équation :

(le(M)] = a;[1Dn;} = 10}

n,?7?
Oxx — 01 Oxy cos6 —0
= 9 gyy —01| lsing) —
Xy yy Sin
01 —Oxx O-xy
Avec : t99 = —
Oxy 01 —0yy,
0 |y m ﬁlz{“_’w}
n\¥ sin@
oy - _(—sin@
\9 2= cos@
%)
X
30/10/2023
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/ VIII. Etats de contrainte particuliers Etat plan de contraintes EX 04 : Cercle de Mohr

n=j

T(M,7) On=0yy |/ TM.J)

Solution graphique : Cercle de Mohr t =
T,— O
Methl n xy
y
H X

ac

et
T(M,0) = Oyxl + Oyy] = Opyl + Oy
P

tgb
@ M. El Allami Elasticité : Contraintes

(Oxx| |Oxy| O

a(M) = |oyx (Oyy| O

U O O
. Oxx _Uyy 2 2
. r = ( > ) + Oxy
In|  _ Oxx ;r“w Meth2

2 2
01 —Oxx . ny
Oxy 01 —0yy 30/10/2023




/ VIII. Etats de contrainte particuliers

Ftat plan de contraintes EX 04 : Cercle de Mohr

Solution graphique : Cercle de Mohr 0 Oy 0
a(M) = ||loyx loyy| O
Meth?2 0 0 0
Oxx T0yy (Uxx _ny) 2
= = 77 r = T Oxy
Oxx T0yy 1 N : 2 5
. O12) =T 5 E5 (02x —0yy)” + 403,

— Oy |-

@ M. El Allami
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/ EXERCICES EX 05 : tri -cercle de Mohr
0.7 36 0

o(P)=(36 28 0
0 0 7.6/ixy2

Soit I’ état de contrainte suivant :
1. Trouver les contraintes principales et les directions principales analytiquement,

2. Refaire la question graphiquement par le tri cercle de Mohr,
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/ EXERCICES EX 06 : Vecteur contrainte sur une facette

En un point M d’un solide, dans le repere orthonorme { 1, 7, 7e} , le tenseur des

100 —40 20
[o(M)] = |—40 —60 50| MPa
20 50 40

Soit le vecteur unitaire n =1/3 (1,2,2). Sur la facette 7

contraintes a pour valeur :

(a) Calculer les composantes du vecteur contrainte (M, ).
(b) Calculer la contrainte normale oOn.

(c) Calculer les composantes et le module du vecteur cisaillement Tn,
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/ EXERCICES EX 07 :Vecteur contrainte sur une facette d'un état plan de contraintes

100 —40 0

En un point # d’un solide, dans le repere orthonorme [o(M)] = |—40 80 0} MPa

{7, 7k}, le tenseur des contraintes a pour valeur :
1. Soit le vecteur unitaire 7 =1/v/5 .(1,2,0). Sur la facette 1 :
(a) Calculer les composantes du vecteur contrainte (M, n).

(b) Calculer la contrainte normale On.

(c) Calculer les composantes du vecteur cisaillement Tn, puis le module Tn du cisaillement.

2. Calculer les contraintes et les directions principales (analytique et graphique).
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/ EXERCICES EX 08 : Contraintes tangentielles

——
o’

En un point M d'un solide, dans le repere orthonorme o(M)] =

4 o

=

- - .
{ 1, /, _L} , le tenseur des contraintes a pour valeur :

Calculer analytiquement les contraintes et les directions principales.
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