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I-BREVE DESCRIPTION DES

| MATHEMATIQUES
| L.1-VOCABULAIRE USUEL :

Définition Axiome Proposition ou

* Une définition est * Un axiome est un assertion
un énoncé dans énoncé supposé » Une proposition
lequel on deécrit vrai a priori et est un énoncé

. . 14 ’
Ie’s part!cularltes que 'on ne ‘ pouvant &tre vrai
d’un c?b]et. cherche pas a Sl (B
mathématique déemontrer




e

Théeoreme

Un
théoreme
est une
proposition
vraie

Corollaire

Un corollaire
a un
theoreme est
un théoreme
qui en est
conséquence

Lemme

Un lemme est
un théoreme
préparatoire a
I’établissement
d’un
théoreme de
plus grande
importance

Conjecture

Une conjecture
est une
proposition que
I'on suppose
vraie
sans parvenir a
la démontrer




Théoremes

~N

Par un point extérieur a une droite, il passe une et une
seule droite parallele qui lui est parallele.

Si A est une partie de N contenant O et telle que le
successeur de chaque elément de A est dans A, alors A = Iﬁ

~N

théoreme de PYTHAGORE ; théoreme des valeurs
intermédiaires ; théoreme de ROLLE ; théoreme du point
fixe ; théoreme de GAUSS ; théoreme de FERMAT ;...

J

~N

Tout nombre entier pair strictement supérieur a 3 peut
étre écrit comme la somme de deux nombres premiers.

Il existe une infinité de nombres premiers jumeaux.

J




Théoreme de Fermat-Wiles

Il n'y a aucun triplet de nombres naturels non nuls x, y, z tels que

x"+y"=2z" pour n > 3.

Pierre de Fermat écrivait, en 1637, en marge d'une traduction de
"Arithmetica de Diophante, a la suite de I'énoncé de ce probleme:
J'ai trouvé une merveilleuse démonstration de cette proposition,
mais la marge est trop étroite pour la contenir.

En 1993, apres sept ans de travail, A. Wiles annonce a |'lsaac
Newton Institute for Mathematical Sciences qu'il a montré le
dernier théoreme de Fermat. Il soumet sa preuve a
"Inventiones Mathematicae” mais les referees trouvent une
faute. Il arrive a la corriger en 1994 & l'aide de R. Taylor.

Sa démonstration a été concentré sur les courbes elliptiques et

Plus précisément sur la conjecture de Shimura-Taniyama, si importante
En théorie des nombres



THEORIE MATHEMATIQUE

Theoreme ml Théoreme m2 Theoreme mp
— DEMONSTRATION ——
Théoreme 1 Théoreme 2 Théoreme 3

DEMONSTRATION

Axiome 1 Axiome2 Axiome 3



[I-APERCU HISTORIQUE :

* Pour les mathématiques de I'antiquite, un
nombre est un entier ou une fraction. En
outre les considérations geometriques etant
reines a I'époque, un nombre est souvent le
representant de la longueur d’'un segment
d’une droite.

* L'idee de nombre qu’Euclide presente dans
son traité est donc geometrique. Pour lui un
nombre b est mesurée par un nombre a si
'on peut faire tenir a un nombre de fois
donnee dans b. dans le langage moderne cela
revient a dire que « a mesure b » si « b est
un multiple de a ».



IHI-ENSEMBLES DE NOMBRES

> IN = ensemble des entiers naturels
> /1, = ensemble des entiers relatifs

Un entier relatif se présente comme un entier naturel muni d’un
sighe positif ou négatif.

a
> D=J—/aeZet peN
10°
= ensemble des hombres décimaux.

Un nombre décimal est un nombre qui peut se mettre sous forme
d’une fraction dont le numeérateur est un entier et le dénominateur
est une puissance de 10.



> @:{%/aez et beN”

= ensemble des nhombres rationnels.

Un nombre rationnel est un nombre qui peut
s’eécrire sous forme d’un rapport de deux entiers
dont le dénominateur est non nul .

> IR = ensemble des nombres réels.
» R/Q = ensemble des nombres irrationnels.

Un nombre irrationnel est un nombre qui ne peut
pas s’écrire sous forme de quotients de deux
entiers relatifs. On s’est apercu de I'existence de
tels nombres depuis I'antiquité (comme+/2 ).



«—/13

o€

1

.

6

e—0,021 °10°°
7
TE e—31 o7 V2
- el5
o— 7,44

017332 | 5

2

e—In2 3

I o1




e 'ensemble des nombres complexes :

C={a+ib/(ab) e R?et i* =1

* 'ensemble des quaternions :

K ={a+ib+cj+dk/(ab,c,d) e R*|

telsque: i’ = j>=k?®=—1etij=k, jk=i,ki=j
i = —K Kj =i ik=—]



* 'ensemble O des octonions qui est une
extension non-associative des
quaternions. c’est une algebre a 8
dimensions sur les reels.

* 'ensemble S des sedenions qui est une

extension de

‘ensemble O et forme une

algebre a 16 ¢

imensions sur les reels.
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Ensemble des entiers naturels

Nombres Nombres

pairs @ impairs

Nombres premiers

A (241 2% &
N=pP;y " XPy " X...XPp, "




» quelques grands nombres
premiers :

e Un nombre de Fermat en 1640 :
616318177

e Un nombre en 1963 : avec 3376 chiffres.
e Un nombre en 1971 : avec 6002 chiffres.

» Le plus grand nombre connu : 277297 _1

de 23 millions de chiffres.
( nombre premier de Mersenne)



» les nombres premiers se font plus
rares des qu’ils deviennent plus grands :

" entre | et 10,il y a 40% de nombres premiers.

" entre | et 100,il y'en a 25 %.

" entre | et 1000, on trouve 16,8 %

" entre | et 1.000.000.000 il n’y en a plus de 4,8 %.




quelques theoremes sur les nombres

premiers
Théoréme | :

P est infini

Soit 7(X) le nombre de nombres premiers inférieurs ou
egaux a X,
Théoreme de raréfaction de légendre (1752-1833)

7 (X)

2 50 qd x— + oo
X

Théoréme 2 (1896)

() ~—— gd X—>+
In(x)



X=100 - —— ~ 21,71 - 7(x) = 25
IN(x)

X =200 —> —— ~ 37,74 —> 7(X) = 46
IN(x)

X =1000 —> —— ~ 144,76 — 77(X) = 168
IN(x)

X =10000 — —— ~1085,73 - 77(X) = 1229

In(x)




Quelques conjectures sur les nombres
premiers

Conjecture de Goldbach (1742)

Tout nombre entier pair > 4 peut étre écrit comme la somme de

deux nombres premiers.

Par exemple:
4=2+2
6=3+3
8=3+5
10=3+7

Cette conjecture a été vérifiée par ordinateur pour tous les nombres
pairs jusqu'a 1,1 x 108 (2008).



Conjecture des nombres premiers jumeaux

Il existe une infinité de nombres premiers p tels que p + 2 soit aussi

premier.

Par exemple:
3,5 5,7 11,13 41.43

sont des premiers jumeaux; 7,11 ne sont pas jumeaux.

Le plus grand couple connu est
2.003.663.61321%>-9%0 — 1 2.003.663.613219>090 1 1.
Ces deux nombres possedent 58.711 chiffres.

Conjecture de Polignac (1849)

Pour tout k pair, il existe une infinité de nombres premiers p tels

que p + k est premier aussi.




Ensemble des entiers relatifs

Fragments d’histoire :

* chez les indous et les chinois (au 1"
siecle), les nombres negatifs apparaissent
comme representant de dettes et les
nombres positifs comme recettes.
Cependant le nombre reste encore
attache a des quantités physiques et le
nombre negatif n’a guere le statut legal.

* A cet egard, les grandes difficultés sont de
justifier :



* 'existence de quantités negatives isolees : si
Zéro c’est « rien », une quantité negative est
« moins que rien », quel sens lui donner ?

* la regle des signes pour le produit. L'usage
du modele des gains et des pertes introduit
naturellement I'addition, mais pose probleme
pour la multiplication. Quel sens a une
phrase comme : « une dette multipliee par
une dette donne un bien » ?



* Le probleme étant que le nombre est vu
en relation avec une opération de
denombrement ou de mesure. Une
grandeur ne peut étre plus petite que
zéro car cela revient a concevoir une
quantité negative comme moins que rien
et c’est effectivement une impasse.



* De ce fait, les nombres negatifs posent
vraiment des difficultes specifiques aux
eleves. D’une part, pour la premiere fois, ils
sont confrontés a des nombres qui
n’expriment pas des quantites ou des
grandeurs. Ce qui constitue une rupture
importante avec les nombres manipules
jusque la. D’autre part, la notation habituelle
de ce nombre utilise le signe qui est, pour les
eleves lié a une operation de calcul, qui est la
soustraction.



o || parait peut etre plus fecond d’envisager
une approche plus theorique de ces
nouveaux nombres, en cherchant des
nombres qui rendent la soustraction
toujours possible et dont le maniement
est ensuite compatible avec les propriéetes
des operations mises en evidence sur les
nombres positifs.



Pour conclure, on peut introduire les
nombres negatifs dans differents
contextes :

recette et depenses, gain et pertes,
temperature, altitudes, chronologie,...

résolution des equations



L’ensemble des nombres décimaux :

e Un nombre decimal est un nombre qui peut se
mettre sous forme d’une fraction dont le
dénominateur est une puissance de 10.

Exemple :  237,27= 237227 . -19,465= ‘19‘§65
10 10
B Les puissances de 10:
10" =10.....0 ; 10" =0,0.....01
10° =1

* Les puissances de |0 permettent de simplifier
I'ecriture des grands nombres (en astronomie) ou des
tres petits nombres (en microbiologie ...)



L’ensemble des nombres rationnels :

* Un nombre rationnel est un nombre qui
peut s’exprimer comme quotient de deux
entiers relatifs dont le denominateur est non
nul. De ce fait, tout entier relatif est aussi
considere comme nombre rationnel, lorsque
le denominateur vaut |.

¢ le developpement décimal des nombres
rationnels a la particularité d’etre périodique
a partir d’'une certaine decimale.



4 R

*Un nombre est rationnel si et seulement
si son developpement decimal est
periodique a partir d’'un certain chiffre.
*’ensemble des nombres rationnels est
denombrable.

/




Passage de I’écriture décimale
périodique a I’écriture fractionnaire :

» Exemple:
0,373731............ =0,37x1,010101..........
=0,37x(1+10°+107" +....)
=0,37 % 10_2
= 0,37><L
,99
37

99



L'ensemble des nombres réels:

* On peut définir un nombre reel comme
etant un hombre qui peut étre represente
par une partie entiere et une liste finie ou
infinie de decimales.

e Dans l'ensemble des nombres réels, on
distingue:
*Les nombres rationnels (déja définis).

*Les nombres irrationnels qui forment
'ensemble : R/Q



aNOMBRES IRRATIONNELS:

 Un nombre irrationnel est un nombre qui
peut étre represente par une partie
entiere est une liste infini de décimales
non repetitives.

* Les plus celebres nombres irrationnels
sont:v2 , 7, ¢

> Lirrationnalité de2 fut démontré par les
grecs cing siecle avant notre ere.

> Lirrationnalite de 7 est attribuee a
Lambert quant a celle de e elle fut
demontreée par Euler.



* Parmi les nombres réels on distingue
deux categories:

*Les nombres algébriques:

Un nombre réel est dit algébrique s'il est
racine d'au moins un polynéme a
coefficients entiers (tout les
rationnels+des nombres irrationnels

comme /2 ).
*Les nombres transcendants:
Nombres non algebrique comme e.



Lensemble de nombres algébriques




L'UNIVERS DU NOMBRE Pi

iﬂ S6482083

B6BRT120
6488660




* Le nombre 77 est peut étre |'entité mathématique la plus
connue dans le monde.Apparu des l'antiquité, en tant
que rapport du périmetre d'un cercle sur son diameétre




» Ce nombre n'a cessé de susciter l'intérét
de 'homme en mathématiques. Le grand
jeu des mathématiciens de toutes les
epoques a toujours ete de définir avec le
plus de préecisions les premieres
decimales de pi . Cependant, on pourrait
s'interroger sur l'utilité de connaitre
autant de décimales, alors que l'on sait
que ce nombre de decimales est infini et
non periodique.



* La premiere demonstration a ete
proposee en 1761 par JOHANN
HEINRICH LAMBERT elle consiste a
prouver que si 'x est un rationnel non nul,
alors tan(x) est irrationnel".



* Archimede (287 — 212 avant J.C), pour
approcher pi, propose de considerer un
cercle de rayon | et d'encadrer le demi
perimetre du cercle par les demi perimetres
des polygones reguliers a coteés exinscrits et
inscrits dans le cercle. Il est implicite qu'en
prenant n de plus en plus grand, on pourrait
obtenir une valeur approchee de pi aussi
précise qu'on veut. Mais cela prendrait
beaucoup de temps et de calculs. Avec 3072
cotes, on obtient une approximation de pi
avec juste 7/ decimales precises.



Archimedes 's Polygons

Aproximation de pi par la méthode d'Archimedeggb







Avec l'invention du calcul différentiel et
surtout les séries infinies au XVIlIeme siecle,
le calcul des decimales de pi a connu une
revolution en utilisant le developpement

suivant: 3 s 21
arctan(x) = X=X +(-1) X

3 5 ) 2n+1
Donc: T=4% (=1)

Mais la convergence est tres lente. Par
ailleurs, en faisant 50.000 additions, on
n'obtient que trois décimales exactes de pi.



En 1706 JOHN MACHIN propose la
formule suivante:

= arcan| g |-aretn |
— =4arctan| — |—arctan| ——
D’ou: 4 5 239

n=(ima| 4> ) -y )
i (2k+1)5% = (2k +1)239°

Notons qu'avec n = 20 c'est-a-dire qu'a
peine avec 40 additions, on trouve 30
decimales exactes de pi.



:4arctan(£j—arctan 2 ) 10arctan| = (Euler,1764)
5 70 99

= arctan Gj + arctan (%) + arctan (%) (John Dahse,1844)

ANia A B~

= 3arctan Gj +arctan (ij +arctan (ij (S.L.Louey,1893)
4 20 1985

e La meilleur actuellement sur le marche est celle
de STOMER, decouverte en 1896:

o

43

T 44 arctan (1j + 7 arctan (1j —J12arctan (1j + 24 arctan (
4 57 239 682 129




Année | Nombre de décimales Auteurs
exactes

1949 1000 Fergusen — Wrench
1958 10.000 Genuys
1961 100.000 Shanks-Wrench
1973 1.000.000 Guilloud-Bouyer
1982 10.000.000 Kanada-Yoshindo-Tamura
1987 100.000.000 Kanada-Tamura-Kobo
1989 1.000.000.000 Chudnovsky
1997 50.000.000.000 Kanada-Takahaschi
1999 200.000.000.000 Kanada-Takahashi
2010 2699.999.990.000 Bellard
2015 10.000.000.000.050 Alexander J.Yee — Shigeru Kondo




* Ce resultat a ete demontre en 1882 par
FERDINAND VON LINDEMANN,
résolvant ainsi un probleme geometrique
de l'antiquité, appelé: "Quadrature du
cercle".



4-la quadrature du cercle:

1
@

Peut-on, d I'aide de la régle et d'un compas, fabriquer
un carré de méme aire que le disque?



Le probleme est de savoir s'il est possible de
construire a la regle et le compas, un carre
dont la surface est la méme qu'un cercle. Donc
la quadrature du cercle nécessite la
construction a la regle et le compas de J.

Or Pierre laurent wantzel demontra en 1837
que seuls sont constructibles, a la regle et le
compas, les nombres reels solutions de
polyndmes de degré 2" et a coefficients
entiers. Donc les nombres constructibles a la
regle et le compas sont des nombres
algébriques. Et puisque / est transcendant, on
deduit que la quadrature du cercle est
impossible.






